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уравнение спектральный нелокальный дифференциальный
Введение
В современной теории дифференциальных уравнений с частными производными важное место занимают исследования вырождающихся гиперболических и эллиптических уравнений, а также уравнений смешанного типа. Уравнения смешанного типа стали изучаться систематически с конца 40-х годов, после того, как Ф.И. Франкль указал их приложения в околозвуковой и сверхзвуковой газовой динамике. Позже И.Н. Векуа были найдены приложения этих уравнений и в других разделах физики и механики, в частности, в теории бесконечно малых изгибаний поверхностей и безмоментной теории оболочек. Также повышенный интерес к этим классам уравнений объясняется как теоретической значимостью полученных результатов, так и их многочисленными приложениями в гидродинамике, в различных разделах механики сплошных сред, акустике, в теории электронного рассеяния и многих других областях знаний. Исследования последних лет также показали, что такие уравнения являются основой при моделировании биологических процессов.
Начало исследований краевых задач для уравнений смешанного типа было положено в работах Ф. Трикоми и С. Геллерстедта. В дальнейшем основы теории уравнений смешанного типа были заложены в работах Ф.И. Франкля, А.В. Бицадзе, К.И. Бабенко, С. Агмона, Л. Ниренберга, М. Проттера, К. Моравец и многих других авторов. Результаты, полученные ими и их последователями приведены в монографиях А.В. Бицадзе [4], Л. Берса [2], К.Г. Гудейлея [6], Т.Д. Джураева [7], М.М. Смирнова [14], Е.И. Моисеева [9], К.Б. Сабитова [12], М.С. Салахитдинова [13].
Среди краевых задач особое место занимают нелокальные задачи. Нелокальные задачи для дифференциальных уравнений рассматривались в работах Ф.И. Франкля [15], А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [3], В.А. Ильина, Е.И. Моисеева, Н.И. Ионкина, В.И. Жегалова [8], А.И. Кожанова, А.М. Нахушева, Л.С. Пулькиной [10], О.А. Репина [11], А.Л. Скубачевского, А.П. Солдатова и других.

Особо выделим работу А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [3], которая повлекла за собой систематическое изучение нелокальных краевых задач для эллиптических и других типов уравнений.
Первые фундаментальные исследования вырождающихся гиперболических уравнений были выполнены Ф. Трикоми в начале прошлого столетия. Для уравнения
[image: image2.png]Y + Uyy =0



 (0.1)
он поставил следующую задачу: пусть [image: image4.png]


 область, ограниченная при [image: image6.png]


 гладкой кривой [image: image8.png]


 с концами в точках [image: image10.png]


 и [image: image12.png]


 оси [image: image14.png]0X,



 а при [image: image16.png]


характеристиками [image: image18.png]AC,BC



 уравнения (0.1). Требуется найти функцию [image: image20.png]u(x,y) € C(Q) n C*(Q) N)C*(Q|AB),



 ([image: image22.png]AB —



отрезок оси [image: image24.png]0X



), удовлетворяющую уравнению (0.1) в [image: image26.png](|AB



 и принимающую заданные значения на [image: image28.png]['UAC.



 Ф. Трикоми доказал существование и единственность решения этой задачи при определённых дополнительных требованиях относительно поведения [image: image30.png]Ly



 в [image: image32.png]


 гладкости граничных данных и характера дуги [image: image34.png]


. Эта краевая задача и уравнение (0.1) называются сейчас задачей и уравнением Трикоми.
М.А. Лаврентьев с целью упрощения исследований краевых задач для уравнений смешанного типа предложил новое модельное уравнение
[image: image36.png]Uy + signy uy, = 0



 (0.2)
Подробное исследование задачи Трикоми и её различных обобщений для уравнения (0.2) провёл А.В. Бицадзе. Уравнение (0.2) называют сейчас уравнением Лаврентьева-Бицадзе.

Нахушев А.М. установил критерий единственности решения задачи Дирихле для уравнений смешанного типа в цилиндрической области .

В работах Сабитова К.Б. исследована задача Дирихле для вырождающегося уравнения смешанного типа
[image: image37.png]sgny - |y|™
gny - |y|™ U + Uy, —b?sgny - [y|"u=0,m>0,b =0,




в прямоугольной области. Методами спектрального анализа установлен критерий единственности и доказана теорема существования решения задачи Дирихле.

Изложенный в работах Е.И. Моисеева, К.Б. Сабитова спектральный метод применён при обосновании корректности постановки нелокальных начально-граничных и граничных задач для различных типов вырождающихся дифференциальных уравнений.
Целью данной работы является доказательство единственности и существования решения следующих задач:
Рассмотрим вырождающееся уравнение
[image: image39.png]sgny - |y|™ug +uy, -b?sgny- [y["u=0,



(0.3)
где [image: image41.png]const > 0,b = const =0,



 в прямоугольной области [image: image43.png]={xN0<x<1l-a<y<Bl}




[image: image45.png]


заданные положительные числа, и для него исследуем следующую нелокальную задачу.
Задача 1. Найти в области [image: image47.png]


 функцию [image: image49.png]u(x,y)



, удовлетворяющую условиям:

[image: image51.png]u(x,y)eCD)NnC* (DU {x=0})NC3*(D,uD_)



; (0.4)

[image: image53.png]=0,(x,y)eD,UD_



 ; (0.5)

[image: image55.png]u(0,y) =u(Ly),u(0,y)=0,—a<sy<




 (0.6)

[image: image57.png]u(x,B) = @(x),ulx,—a) = P(x),0=x<l,



 (0.7)
где [image: image59.png]9(x)



и [image: image61.png]P(x)



[image: image62.png]


 заданные достаточно гладкие функции, причём [image: image64.png]©(0) = @(1),y(0) = Y(1),¢’(0) = 0,D, =D N{y > 0},D_ = DN{y < 0}.




Для того же уравнения исследована и следующая задача:
Задача 2. Найти в области [image: image66.png]


 функцию [image: image68.png]u(x,y)



, удовлетворяющую условиям:

[image: image70.png]u(x,y)eCD)NC* (DU x=0}u{x=1})NnC*D,uD.),




 (0.8)

[image: image72.png]0,(x,y) € D, UD_;




 ; (0.9)

[image: image74.png]u,(0,y) = u, (Ly),u(lL,y)=0,—a<y<B;



 (0.10)

[image: image76.png]u(x,B) = ex),ux—a) =Px),0=x<1,



 (0.11)

где [image: image78.png]9(x)



 и [image: image80.png]P(x)



– заданные достаточно гладкие функции, причём
[image: image82.png]@' (0) = @' (1)



, [image: image84.png](1) =0,



 [image: image86.png]Y(0)=y'D,p)=0



, [image: image88.png]D,=Dn{y>0},D_=Dn{y <0}




Для указанных задач установлены критерии их однозначной разрешимости. Решения получены явно в виде соответствующих рядов.
1. Нелокальная граничная задача Ι рода

Рассмотрим вырождающееся уравнение смешанного типа

[image: image90.png]sgny - |y|™ug +uy, -b?sgny- [y["u=0,



(1)
где [image: image92.png]const > 0,b = const =0,



 в прямоугольной области [image: image94.png]={xN0<x<l,-a<y<Bl} op—



заданные положительные числа, и для него исследуем следующую нелокальную задачу.
Задача 1. Найти в области [image: image96.png]


 функцию [image: image98.png]u(x,y)



, удовлетворяющую условиям:

[image: image100.png]u(x,y)eCD)NnC* (DU {x=0})NC3*(D,uD_)



; (2)
[image: image102.png]=0,(x,y)eD,UD_



 ; (3)
[image: image104.png]u(0,y) =u(Ly),u(0,y)=0,—a<sy<




 (4)
[image: image106.png]u(x,p) = e(x),ulx,—a) =Px),0=x =1,



 (5)

где [image: image108.png]9(x)



и [image: image110.png]P(x)



[image: image111.png]


 заданные достаточно гладкие функции, причём [image: image113.png]©(0) = @(1),y(0) = Y(1),¢’(0) = 0,D, =D N{y > 0},D_ = DN{y < 0}.




Пусть [image: image115.png]u(x,y) —



решение задачи (2) [image: image117.png]- (5).



Рассмотрим функции
[image: image119.png]1,(y) = 4, uxy)(1—x) cos@mx)dg,n = 1,2,...,



 (6)
[image: image121.png]() =2 [Julxy)(1 - dx,



 (7)
[image: image123.png]Ua(y) = 4 f, u(xy)sin(2mx)dx,n = 1,2,.




(8)

Дифференцируя дважды равенство (8), учитывая уравнение (1) и условия (4), получим дифференциальное уравнение
[image: image125.png]v, (y) — sgny- ly[™[b*+ (2mm)?Ju,(y) = 0



 (9)

с граничными условиями
[image: image127.png]Ua(B) = 4 [ () sin@mx)dx = @,



, (10)

[image: image129.png]0a(—0) = 4 [, y(x)sin(2mnx)dx =y, .



(11)

Общее решение уравнения (9) имеет вид
[image: image131.png]v = am/i'li(p..y“) + bnﬁki(pny“).y >0,
== - T2 (a9 + o T2 (1IDy <O



 
где [image: image133.png]Ii(pn(*y)“)



 и [image: image135.png]Yi(Pn(*y)“) -



 функции Бесселя первого и второго рода соответственно,[image: image137.png]L2 (pay®) 5K (pay?) —
] ]



модифицированные функции Бесселя, [image: image139.png]a,, by, ¢,



 и [image: image141.png]


 произвольные постоянные, [image: image143.png]P, = /b? + (2m)?/q




Подберём постоянные [image: image145.png]a,, by, ¢,



 и [image: image147.png]


 так, чтобы выполнялись равенства
[image: image149.png]0, (0 + 0) =v,(0 — 0),0,(0+ 0) = v,(0—0).



 (13)

Опираясь на асимптотические формулы функций Бесселя
[image: image151.png]V@~ O o W@

Tv+1)

{ -&v>0,

_ cﬂsn’\:'(fv) (z)v’v <0



 
и модифицированных функций Бесселя
[image: image153.png]L@~ O o K@~

T +1)

{rm &vv>o,

) Erv<o,

2



 
в окрестности нуля, первое из равенств (13) выполнено при [image: image155.png]—1b,/2



 и любых [image: image157.png]


 и [image: image159.png]


, а второе равенство выполнено при
[image: image161.png]¢, = mctg[n/(4q)]b,/2 —a,,d, = —mb,/2.



 
Подставим полученные выражения для постоянных [image: image163.png]


 и [image: image165.png]


 в (12), тогда функции [image: image167.png]


примут вид
[image: image169.png]i) = 2,y ;q(pny“) + by /YK Py D,y > 0
)= : 2
T 0 = T Pa D+ by T a9y <0



 
[image: image171.png]\%(Pny“) pEFre U2 ay®) +]_2 (Pay®)



 
Отметим, что для функций (14) выполнено равенство
[image: image173.png]va(0+ 0) =vi(0—0)=0.



 
Отсюда и из равенств (13) вытекает, что [image: image175.png])+

W)



является продолжением решения [image: image177.png]


 на промежуток [image: image179.png](0,B]



 и,наоборот, [image: image181.png]


 является продолжением решения [image: image183.png])+

W)



 на промежуток [image: image185.png][—a,0)



. Следовательно, функции (14) принадлежат классу [image: image187.png]C2[-
—a,B]



 и удовлетворяет уравнению (9) всюду на [image: image189.png][—a,B]



. Теперь на основании (10) и (11) получим систему для нахождения [image: image191.png]


 и [image: image193.png]


:
[image: image195.png]n=12

{anli(pnﬁq) +baK2(0af) = 067

—a,)2 (pa0%) + b, Yz (pp0%) = v, 03,



 (15)
Если определитель системы (15):
[image: image197.png]An(0B) = ]i(pn“‘q)Ki(Pan) + Iﬁ(p,.ﬁ“ﬁ;,q(p,.ﬁ“) #0,



 (16)

то данная система имеет единственное решение
[image: image199.png]gy =—H 2

An(BlaB ’

Va1 (pna)-vy, /BK 1 (pnp?)



 (17)
[image: image201.png]0nVa] 1 (naD4vy Bl (pnp?)
_ 2q 2q

An(ap)yap




 . (18)

С учётом (17) и (18) из (14) найдём окончательный вид функций
[image: image203.png]9ny/@8n(@3)+vn ByAn.H)

o n >0,

An(@B)NaB R

o/ VB (@—5) vy [Byin(H)
An (BB

0 (y) =
Ly <0,



 (19)

Где
[image: image205.png]8 (@) =] £ (Pn0DK2 oy + Vi(Pnﬂ“)Ii(pny“)



 (20)
[image: image207.png]AP = Ii(Pan)Ki(Pnyq) - Ii(Pnyq)Ki(PnB“).



 (21)

[image: image209.png]Balo,—y) = Vi(pn(*y)“)lzﬂ,q(p..u“) - Vi(Pnu“)Ii(pn(*y)“).



 (22)
[image: image211.png]A=y, B) = Ii(Pn(*y)“)Ki(PnB“) + Vi(Pn(*y)“)I;,q(PnB“).



 (23)

Дифференцируя дважды равенство (7) с учётом уравнения (1) и условий (4) для функции [image: image213.png]u, ()



, получим однородное дифференциальное уравнение
[image: image215.png]u, (y) — 2sgny - |y|™b? uy(y) = 0



 (24)
с граничными условиями
[image: image217.png]1,(B) =2 f, @(x)(1— x)dx = @, s (—a) = 2 [T Y (1 — x)dx = g



(25)
Решение задачи (24) и (25) будет иметь вид
[image: image219.png]90y/@o(@y)+ve /By A8

PREN Ly>0b%0,
Up(y) = | 2o *ﬂyﬁn(:r*(‘yx);)v‘;;;ﬂyﬂn(ﬂfy)’y <0,b=0

By + ) +y, b=0,

atp



 (26)
[image: image221.png]Ao (a,y) = ]i(Pn“q)Ki(Pnyq) + T%(Pnﬂ“) Ii(pny‘l),



 
[image: image223.png]Ao.p) = Ii(pnﬁ“)l%(pny“) - Ii(pny“)K;,q(pnB“).



 
[image: image225.png]Bo(a,—y) = Vi(pn(*y)“)lzﬂ,q(p..u“) - Vi(p..u“)li(l’n(*y)“).



 
[image: image227.png]A=y, B) = Ii(Pn(*y)“)Ki(PnB“) + Vi(Pn(*y)“)I;,q(PnB“).



 
Аналогично для функции [image: image229.png]


 получаем неоднородное уравнение
[image: image231.png]u,(y) —sgny- ly|™[b* + (2mn)?Ju,(y) = —4m sgn y- [y[™v, ()



 (27)
с граничными условиями
[image: image233.png]1,(B) = 4 [ ()1 — x) cos(2mx)dx = @,



 (28)
[image: image235.png]1, (=) = 4 [ () (1 - ¥)cos@mx)dx =y, .



(29)

Общее решение уравнения (27) имеет вид
[image: image237.png]U} (y) = 210,/7] 2 (ay )+ biayTK 2 0oy D) + il (1), > 0,
E £
U, (y) = v = Clm/jy}i(pn(*y)“) +
+d1m/fy%(p,.(—y)‘l) +w I (y)y <0.



 
Равенства [image: image239.png]u,(0+0) = u,(0—0),u,(0+ 0) =u,(0—0)



 будут выполняться при следующих значениях постоянных
[image: image241.png]Cin = Ttg[n/(4q)]byn/2 —ay,



, [image: image243.png]



при любых [image: image245.png]


и [image: image247.png]


 Подставим выражения для постоянных [image: image249.png]


 и [image: image251.png]


 в (30), тогда функции [image: image253.png]


примут вид
[image: image255.png]UE(Y) = agny/¥] i(p..y“H bm/?Ké(p..y“) + (), >0,
Uy () = @) = *ﬂnm/jyli(l’n(*y)“) +
+b1m/fy7;,q(pn(*y)“) + Wi (¥),y <0.



 
(31)

Для нахождения [image: image257.png]


 и [image: image259.png]


 на основании (28) и (29) получим систем
[image: image261.png]31nI’(Pan)+b1nK (Pnﬁ“) (@10 — 2w (B)/B,
am] (Pnﬂ“)ermY (Pnﬂ“) Wy~ @)V, "



 (32)

Если выполнено условие (16), то [image: image263.png]


 и [image: image265.png]


 определяются по формулам:
[image: image267.png]Va(@un—wi @)Y 1 (onaD-Bly;p—wr @K1 (pnp?)
b i
JaBln(ap)




 (33)
[image: image269.png]VR @)L 2 (pnf?)+Va(@sn—ws (B 1 (pna?
byy = =

Bl (@p)




, (34)
Найденные значения [image: image271.png]


 и [image: image273.png]


 по формулам (33) и (34) подставим в (31), тогда функции [image: image275.png]


 будут однозначно построены в явном виде:
[image: image277.png]—wr (B))An (@y)
Jay(@u—wd
Bn(ap)/ap
@) AP s ),y >0,
4 Pylvig—wn @) Ay w0,
dn(@B)Nap
[y @) 8nCy6)
By 1Yyt (9] b
Bn(ap)/ap

— —wif (BB (-y) ~(¥),y <0.
RS y[@1n—wn ] ,
AnaB)aB



 (35)
Из формул (19), (26), (35) следует единственность решения задачи (2)[image: image279.png]—(5),



так как если [image: image281.png]o(x) =0,



 [image: image283.png]PY(x) =0



 на [image: image285.png][0,1]



, то [image: image287.png]u,(y) =0



, [image: image289.png]U, (y) = 0,0,(y) =0



 для [image: image291.png]


на [image: image293.png][-aB]



 Тогда из (6)[image: image295.png]—(8)



 имеем:
[image: image297.png]4f; u(xy)(1 - x) cosmx)dx =0, 2 [ u(xy)(1 - x)dx = 0,



 
[image: image299.png]4 ) u(xy) sin(2mx)dx = 0,n = 1,2




 
Отсюда в силу полноты системы
[image: image301.png]{4(1 —x) cos(2mnx)};=,,2(1 — x), {4sin(2mnx)};%,,



 
в пространстве [image: image303.png]L,[0,1]



 следует, что функция [image: image305.png]u(x,y)=0



 почти всюду на [image: image307.png][0,1]



 при любом [image: image309.png]y € [0,B]



.
Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 1. Если существует решение [image: image311.png]u(x,y)



 задачи (2)[image: image313.png]—(5),



то оно единственно только тогда, когда [image: image315.png]A, (o, B)#0



 при всех [image: image317.png]



Действительно, если выполнено условие (16) и решение задачи (2)[image: image319.png]—(5)



 существует, то оно единственно. Пусть при некоторых [image: image321.png]


 и [image: image323.png]n=keN



 нарушено условие (16), т. е. [image: image325.png]A, (e, B) = 0.



 Тогда однородная задача (2)[image: image327.png]—(5)



 (где [image: image329.png]e(x) = Y(x) = 0)



 имеет нетривиальное решение
[image: image331.png]Ay (a,y) cos(2mkx),y > 0,

153D =, (y, B) cos(2mke),y < 0.



 
Выражение для [image: image333.png]A, (o, B)



 на основании следующих формул
[image: image335.png]Y, () = 0.@+]. @K@ = L@+, (2)]

2 sin () 2sin(m)



 
приводим к виду
[image: image337.png]2 PaaD2 (B + ]_2 L (%) =




 
[image: image339.png]11 (pap?) o -
=— nI:(pnB)I (p,.et“)I (mq) +ITﬂq(pnet

2sing g




 
[image: image341.png]Ii(PnB“)/l.(ﬂ. B),




 
[image: image343.png]s (pnf%) (o]
Ao ) =] (pnet“)I (Pnpq)ﬂ,ipn -



 
Поскольку при любом [image: image345.png]


 и [image: image347.png]B>0




[image: image349.png]12 (pap%)
0<A<-2 _<B<+x

12 (pnp?)
el



 
где [image: image351.png]


 и [image: image353.png]


положительные постоянные, то функция
[image: image355.png]J (a3x)f(Bx) + ], (a%x),



 
где [image: image357.png]1/2q, 0 < A < f(Bx) < B,




 в силу теоремы Хилби [image: image359.png]([5],rn.XV)



 имеет счётное множество положительных нулей.
Следовательно, [image: image361.png]A, (e, B)



при некоторых [image: image363.png]


 может иметь счётное множество нулей независимо от [image: image365.png]B>0



. Поскольку [image: image367.png]


 любое положительное число ,то оно может принимать значения, близкие к нулям [image: image369.png]A, (o, B).



 Поэтому при больших n выражение[image: image371.png]VnA,,(e,B)



 может стать достаточно малым, т.е. возникает проблема [image: image373.png]"MaTbIX 3HaMeHaTeTeH".



 Чтобы такой ситуации не было, надо показать существование [image: image375.png]a>0



 и [image: image377.png]const > 0



 таких, что при любом [image: image379.png]B>0



 и больших [image: image381.png]


 справедлива оценка
[image: image383.png]inf,|vns, (e, )| = C, > 0.



 
Представим (16) в следующем виде
[image: image385.png]An(0, B) = Ii(PnB“)ﬁn(ﬂ.B).



 (36)

где

[image: image387.png]K (papd) o)
5 (e, B) =] (p,.et“)I oo +Yz 2



 
Как известно [image: image389.png]([1],c.20),



 функция [image: image391.png]K. (paf%)
e



 строго убывает, функция [image: image393.png]L+ (pyo?)
B



 строго возрастающая по [image: image395.png]


, поэтому величина
[image: image397.png]K (paPd)
= (p,.et)I o)



 
есть бесконечно малая более высокого порядка, чем [image: image399.png]Y (pn®)
2



 при больших [image: image401.png]


. Поэтому рассмотрим только выражение
[image: image403.png]Su(a,B) = AY (p..ﬂ“)fl (pnﬂ“)‘rl, (Pnﬂ“)



 
Используя асимптотическую формулу функции [image: image405.png]I, (z)



 при [image: image407.png]z — oo ([1],¢.98):




[image: image409.png]1@ = Foos(z-2v-2)+0(3).



 
Получаем
[image: image411.png]i (@) = [ leos (paat =5 =)+ cos (puai+ £ 5)) -



 
[image: image413.png]= A cos(2moy




 
Где
[image: image415.png]2 s ™
pa ~ 2T0/q, o = ag/a, A= 2ag7 cos L



 
Отсюда видно, что если, например,[image: image417.png]a = (pa)s,



где [image: image419.png]peN,



 то при [image: image421.png]n>>1




[image: image423.png]Va8, (c,B) = A [cos(2mnp—)| = Afcos Z| = € = const > 0.



 
Тем самым справедлива следующая
Лемма 1. Существует [image: image425.png]a>0



 и постоянная [image: image427.png]Co >0



 такие, что при всех [image: image429.png]


 и больших [image: image431.png]


 справедлива оценка
[image: image433.png]inf,|vns, (e, )| = C, > 0.



 (37)

Рассмотрим следующие отношения:
[image: image435.png]R.(y) = 2250 0, () = L22258 v e [0,),



 
[image: image437.png]M, (y) = Y¥Ea @)
n Bn (@)



, [image: image439.png]—yin@B)
N, () = L2808

€ [—q,0].
ep Y EL




Лемма 2. При любом [image: image441.png]y € [—a,B],



 для достаточно больших n справедливы оценки:
[image: image443.png][P, = Cy, IPa(M| = Cyn,|B) ()| = C3n?,




 
[image: image445.png]Q)| < Cen?, [Qu()| < Csn* ™4, |QL ()| < Con®+



;

[image: image447.png]M, (| < C;n*e™, M (1) < Cgn'~Pe™™, IMy ()| < Con?*re™d



;

[image: image449.png]IN,()| < Cyon*, INL(¥)| < Cy4n* ™, IN; ()] < Cypn*,



 
где [image: image451.png]A=1/2-1/2q,d =21,



, [image: image453.png]By =B%q C;—



 здесь и в дальнейшем, положительные постоянные.

Доказательство. С учётом (36) функция [image: image455.png]P.(v)



 примет вид
[image: image457.png]P J¥in(ey) /nyn (@y)
) = Ba(a®) 1y (pnBIns(wp)
zq



 
Оценим функцию [image: image459.png]P,(y)



 при [image: image461.png]O<e<y=<§



 и больших [image: image463.png]


 :
[image: image465.png]/28] 1 (pna®K 1 (pne®| | /8] 1 (pnBVY 1 (pna?)|
P Exs Ex Ex
LIS eyt 12 (pnBDVa0, (@)
3q =5




 
[image: image467.png][Vn8) 1 (pna®DK 1 ()| |VnBY 1 (pnad)|
R b
12 GaB e ) Vo (@)




.

На основании поведений функций [image: image469.png]I, (2),Y,(2),1,(2),K,(z)



в окрестности бесконечно-удалённой точки и леммы 1, получим
[image: image471.png]


 (38)

где [image: image473.png]


здесь и далее произвольные постоянные.
При 0[image: image475.png]<y<e



 и n>>1 в силу асимптотических формул имеем
[image: image477.png]


 
[image: image479.png]Conizae-2mmdq
< Cynz 2ae



 (39)
Сравнивая (38) и (39) при любом [image: image481.png]y € [0,B],



 получим
[image: image483.png]P, = C,.



 
Далее вычислим производную
[image: image485.png]’ Va(ybaey)’
RO = 1t (o B0V, (.B)
zq



 
[image: image487.png]VT Epals_, (onBYY s (pa®—VRy T 2 pnal s preDK s (ony®D
_ Er £ £ Er
1 (onPDVnBA (8
ol




 
Оценим эту функцию при [image: image489.png]O<e<y=<§



 и больших [image: image491.png]


:
[image: image493.png]


 
[image: image495.png]Cn Cen _ &
T T g, = Colt




 (41)

При [image: image497.png]0<y<e



 и больших фиксированных [image: image499.png]


 имеем
[image: image501.png]1Py ()| < Cagm®

nRerBar,  nzermAar,

,on?d nEne




 
[image: image503.png]4o
Cyn22d _ x L
g, < Cyonz"2ae™ 26,




 (42)
Из оценок (41) и (42) следует, что при всех [image: image505.png]y € [0,B]




[image: image507.png][P.(»)| = C,n.



 
Вторую производную функции [image: image509.png]P,(y)



 вычислим следующим образом:
[image: image511.png]’ VoGfybaey)”
RO = 1t (pn B0V, (.B)
zq



 
[image: image513.png]Vopna¥ 1 poa®)
_ A el ayy —
e AR )
=



 

[image: image515.png]Vopnal 1 (pna®) 3
2 [y93K, Q)7
o mpnmanep Y K (Pay D]

=



 
Используя формулы ([1], стр. 90)
[image: image517.png]SZ2VK@

*Z’VKH)(Z). [27,(2) = 27141 (2),



 
Получаем
[image: image519.png]P (y) = (pa@) 2y 3 2P, (y).



 
Зная оценку (40) для [image: image521.png]P,(y)



 из последнего равенства при всех [image: image523.png]y € [0,B]



 имеем
[image: image525.png][Py )| < C3n?



 
Функция [image: image527.png]Q)



 с учётом (36) примет вид:
[image: image529.png]__ [wA.B)
WG = 11 (pn IV, ()
35



 .

Оценим её, используя лемму 1 при 0[image: image531.png]


 и больших n:
[image: image532.png]NEZE (PnB“)K 1 (Pni“) nyKﬁ(PnB“)Iﬁ(pnB“) B

:
R Fl e X T
2q




[image: image534.png]_ Cupnin En 3¢ 2T4E, i an 2e 2

Cys

T, cFneg




 (43)

При [image: image536.png]0<y<e



 и больших фиксированных [image: image538.png]


:
[image: image540.png]c,ﬁﬁani yn28n Zne2™6q

Q)| ==7—

T n3emmbag,



 
[image: image542.png]


 (44)

Из оценок (43) и (44) имеем:
[image: image544.png]|Qu()] = Cune 28 = Curt, A =2 - =
P



 (45)
Вычислим производную [image: image546.png]Q.(y)



:
[image: image548.png]Va/yAn(@y)"

1y (pnBWVndy(af)
35

Q) =



 
[image: image550.png]Vit Epnak s (ony s (pupD T EpnaK 1 (pBVLs_ (P
_ i % ol
N 11 (ppB9Wny ()
&




.

Оценим функцию [image: image552.png]Qu(y)



 при [image: image554.png]O<e<y=<§



 и [image: image556.png]n>>1



:
[image: image558.png]) /nBK1_ (pne®)|  |VnBK 4 (pned)|
9 o
QI < PaaB* ™ (|~




 
[image: image560.png]Cyonnzn2e ™ALL, nnzn 2 FY _ Con

T, g




 (46)

При [image: image562.png]0<y<e



 и [image: image564.png]n>>1



 имеем:
[image: image566.png]Cz,nznn 3

1l =




 
[image: image568.png]


 (47)

Сравнивая (46) и (47) при всех [image: image570.png]y € [0,B]



, получим
[image: image572.png]|QL(y)| < Csn* A



 
Теперь вычислим вторую производную функции
[image: image574.png]Va/yan@y)”

1y (pnBWVndy(af)
35

Q) =



 
[image: image576.png]VopnaKa (afD
s ey, ayy —
e GmpDventam Y 7t ey
=



 
[image: image578.png]VopnaliGaB®
2 rgaig, Q)]
e VT 2K Pay D]
=



 
Используя формулы
[image: image580.png]L 21L@] =21, @, K@)

—2'K,1(2)



 
Получим
[image: image582.png]QL) = (po@)?y?972Q,(y).



 
Отсюда на основании оценки (45) будем иметь
[image: image584.png]|QL(y)| < Cgn*A,



 (48)
Аналогично получаем оценку для функции [image: image586.png]M, (y)



 и [image: image588.png]N, ()



:
[image: image589.png]M, (| < C;n*e™d, M (y)| < Cgn'~Pe™™, [My ()| < Con?*Pre™,




[image: image591.png]IN,()| < Cyon*, INL(¥)| < Cy4n* ™, IN; ()] < Cypn**2,



 
Лемма 3. При любом [image: image593.png]y € [—a,B]



 для достаточно больших [image: image595.png]


 справедливы оценки:
[image: image597.png][Ua@) = Ciz(l@nl + 0 Wy 1), [0y (] < Cys(l@qIn+ 0, |)



 
[image: image599.png]o) < Cis(n?l@ul + 02|y, ),



 
[image: image600.png][y (I < Ci6(l@snl + n*[Wsnl), lup (D] < Cor (@] + 0 W, 1),




[image: image602.png][uz ()| < Cio(n?|@sn| + 02Uy, ]).



 
Доказательство. Используя [image: image604.png]P,(y),



 [image: image606.png]Q. (),



 [image: image608.png]M, (y)



 и [image: image610.png]N, ()



 функцию [image: image612.png]


, определяемую формулой (19), представим в следующем виде:
[image: image614.png]- { PO = BB+ >0
V) = "’"Mn(y)+“’“Nn(y)y<o



 (49)
Из (49) в силу леммы 2 получим оценки для функций [image: image616.png]


 [image: image618.png]U, ()



 и [image: image620.png]v (y)-



 Аналогичные оценки справедливы и для функций [image: image622.png]


 [image: image624.png]un(¥)



 и [image: image626.png]up ().



 Лемма доказана.
Лемма 4. Пусть [image: image628.png]@(x) € C3[0,1], P(x) € C>*Y[0,
RS [0,1],0 <y < 1,0(0) = (1), ¥(0) =



 [image: image630.png]Y'(0)=0,0"(0) = @" (1), ¥"(0) = ¥ (1),



 то справедливы оценки:
[image: image632.png]


 
[image: image634.png]Caz

=235
2 Wl <
Wl < 2%




 (50)

[image: image636.png]=4 [} @" (%) cos(2mx)dx, Ti% g2 < +oo



 
[image: image638.png]=4 @"(®(1 - ¥ sin(2mx)dx, %;% g3, < +oo.



 
При получении оценок (50) дополнительно применяется теорема о скорости убывания коэффициентов ряда Фурье функции, удовлетворяющей на [image: image640.png][0,1]



условию Гёльдера с показателем [image: image642.png]ye(0,1).




Теорема 2. Пусть [image: image644.png]o(x) € C3[0,1], W(x) € C3*[01] 2 <y < 1,
11— < L9(0) = @1 =
PR > ©(0) = (1), W(0)



 [image: image646.png]Y'(0)=0,0"(0) = @" (1), ¥"(0) = ¢"(1)



 и выполнены условия (16) и (37). Тогда задача (2)-(5) однозначно разрешима и это решение определяется рядом
[image: image648.png]u(x,y) = ugy + Xoz; u, () cos(2mnx) + Xz, v, (y)xsin(2mnx)



 (51)

где функции [image: image650.png]u, ()



,[image: image652.png]


 [image: image654.png]


 определены соответственно по формулам (26), (35), (19).
Доказательство. Поскольку системы функций
[image: image656.png]{cos(2mnx)};z,, 1, {xsin(2mnx)};,



 
[image: image658.png]{4(1 —x) cos(2mnx)};=,,2(1 — x), {4sin(2mnx)}iz,



 
образуют базис Рисса, то если [image: image660.png]@(x),P(x) € L,[0,1]



, тогда функцию [image: image662.png]u(x,y)



 можно представить в виде биортогонального ряда (51), который сходится в [image: image664.png]L,[0,1]



 при любом [image: image666.png]y € [—a,B]



. В силу лемм 3 и 4 ряд (51) при любом [image: image668.png](x,y)



 из [image: image670.png]


 мажорируется сходящимся рядом
[image: image672.png]C23 03% 25 (Igal + Ig1al + 5




 
поэтому ряд (51) в силу признака Вейерштрасса сходится абсолютно и равномерно в замкнутой области [image: image674.png]


. Следовательно, функция [image: image676.png]u(x,y)



 непрерывна на [image: image678.png]


 как сумма равномерно сходящегося ряда (51). Ряды из производных второго порядка в [image: image680.png]


 мажорируются также сходящимся числовым рядом
[image: image682.png]Cos T3% 2 (lgal + lgual + 5




 
Поэтому сумма [image: image684.png]u(x,y)



 ряда (51) принадлежит пространству [image: image686.png]C*(D:
)



 и удовлетворяет уравнению (1) в [image: image688.png]


. Следствие 1. Построенное решение [image: image690.png]u(x,y)



 задачи (2)-(5) принадлежит классу [image: image692.png]C*(D:
)



 и функция [image: image694.png]u(x,y)



 всюду в [image: image696.png]


 является решением уравнения (1). Следовательно, линия изменения типа [image: image698.png]


 уравнения (1) как особая линия устраняется.

2. Нелокальная граничная задача II рода
Рассмотрим уравнение (1) в прямоугольной области [image: image700.png]D={(xI0<x<1l—-a<y<p}



 и исследуем сопряжённую относительно задачи 1 задачу.
Задача 2. Найти в области [image: image702.png]


 функцию [image: image704.png]u(x,y)



, удовлетворяющую условиям:
[image: image706.png]u(x,y)eCD)NC* (DU x=0}u{x=1})NnC*D,uD.),




 (52)

[image: image708.png]0,(x,y) € D, UD_;




 ; (53)
[image: image710.png]u,(0,y) = u, (Ly),u(lL,y)=0,—a<y<B;



 (54)
[image: image712.png]u(x,B) = ex),ux—a) =Px),0=x<1,



 (55)
где [image: image714.png]9(x)



 и [image: image716.png]P(x)



– заданные достаточно гладкие функции, причём [image: image718.png]@' (0) = @' (1)



, [image: image720.png](1) =0,



 [image: image722.png]Y(0)=y'D,p)=0



, [image: image724.png]D,=Dn{y>0},D_=Dn{y <0}




Пусть [image: image726.png]u(x,y) —



решение задачи (52)- (55). Вновь воспользуемся системами
[image: image728.png]{cos(2mnx)};z,, 1, {xsin(2mnx)};,



 
[image: image730.png]{4(1 —x) cos(2mnx)};=,,2(1 — x), {4 sin(2mnx)};~.




 
Рассмотрим функции
[image: image732.png]1,(y) = [ u(xy) cos(2mx)dx,n = 1,2,...



 , (56) [image: image734.png]() = [ ulxy)ds,



 (57)

[image: image736.png]1,(y) = [ uxy) sin2unx)dx,n = 1,2, ...



 (58)
Дифференцируя дважды равенство (56) и учитывая уравнение (1), получим дифференциальное уравнение
[image: image738.png]up(y) —sgny- ly™[b* + (2mn)*Ju,(y) = 0



 (59)

с граничными условиями
[image: image740.png]1,(B) = 4, ¢(x) cos@mx)dx = @,



 (60)
[image: image742.png]0, (—0) = 4 [T Y() cos(2mx)dx = .



(61)

Следуя §1 решение задачи (59)-(61) построим в виде
[image: image744.png]@ny/ayAn(@y)+¥n/ByAn .6

R e N )

An(@B)NaB R

@ny/Za¥Bn(@~y)+ ¥/ Byin (3.8
An (BB

1a3) =
5y <0,



 (62)
C учётом уравнения (1) продифференцируем дважды равенство (57). Получим для функции [image: image746.png]u, (y)



 однородное дифференциальное уравнение
[image: image748.png]ug(y) — 2 sgny- [y|™b*uy(y) = 0



 (63)

с граничными условиями
[image: image750.png]U (B) = 2 f @(x) dx = @, v0(—0) = 2 [T Y(x) dx = .



 (64)

Решение задачи (63) и (64) имеет вид
[image: image752.png]@oy/aylolay)+ioy/ByAo (By)

Bo(@BNaB »y>0b=0,
up(y) = { £ fuya,.(:f(i);)-?;s B0 0 b0

%(y+a)+\|;n,b:0.



 (65)
Дифференцируя дважды равенство (58) и учитывая уравнение (1) и условия (54), получаем неоднородное уравнение для функции [image: image754.png]



[image: image756.png]L (y) — sgny- [y|™[bi + (tn)?Ju,(y) = —4mn sgny- |y|™ u,(y)



 (66)

с граничными условиями
[image: image758.png]0a(B) = 4 [ @(®xsin(2mx)dx = ¢,



, (67)
[image: image760.png]Un(—a) = 4 [ Y(xsin(2mx)dx = P,



. (68)

Решение этой задачи определяется по формуле
[image: image762.png]Joy(@sm—wn BNAn (@)
A (ap)yaB
4 {Byl¥an—wi @] Anv.) +
=t >0,
An@EaE wi @y >0,
LBy tn e @ ba )
A (ap)yaB

4o @Bn@y) |
@R +wy @)y <0.



 (69)

Из формул (62), (65), (69) следует единственность решения задачи (52)-(55), так как если [image: image764.png]Pex)=0,yx) =0



 на [image: image766.png][0,1],



то [image: image768.png]u,(y) =0



, [image: image770.png]u,(y) =0



, [image: image772.png]v, (y) =0



 для [image: image774.png]


на [image: image776.png][—a,B].



Тогда из (56)-(58) имеем:

[image: image778.png][} uxy) cos(2mx)dx = 0



, [image: image780.png][ ue
x,y)d:
x
=0



,

[image: image782.png][} uGxy)xsin(2mx)dx=0,n =1,2




 
Отсюда в силу полноты системы
[image: image784.png]{cos(2mnx)};z,, 1, {xsin(2mnx)};,



 
в пространстве [image: image786.png]L,[0,1]



 следует, что функция [image: image788.png]u(x,y)=0



 почти всюду на [image: image790.png][0,1]



 при любом [image: image792.png]y € [—a,B]



.

Теорема 3. Если существует решение [image: image794.png]u(x,y)



 задачи (52)-(55), то оно единственно тогда и только тогда, когда при всех n выполняется условие (16).
Действительно, если выполнено условие (16) и решение задачи (52)-(55) существует, то оно единственно. Пусть при некоторых [image: image796.png]


 и [image: image798.png]n=keN



 нарушено условие (16), т. е. [image: image800.png]A (a,B) =0



. Тогда однородная задача (52)-(55) (где [image: image802.png]eX) =Y =0



 ) имеет нетривиальное решение
[image: image804.png]w(xy) = {

A (ay)fysin(2mkx),y > 0,
Ay (~y,B)=ysin(2mkx), y < 0.



 
Теорема 4. Если [image: image806.png]9() € C°[0,11,y(x) € C3*V[0,1]S < v < 1,¢'(0) = ¢'(1)



 [image: image808.png]W'(0) = ¥'(1),0(1) =0,



 [image: image810.png]PY(1)=0



, [image: image812.png]@©"(0) =" (1), ¥"(0) = Y"(1)



 и выполнены условия (16) и (37), то существует единственное решение задачи (52)-(55) и оно представимо в виде суммы ряда
[image: image814.png]ux,y) = 2(1 —x)uy(y) + 4 Xoz; u, () (1 —x) cos(2mnx) +



 
[image: image816.png]+ Yoy Ua(y) sin(2mnx),



 
где функции [image: image818.png]U, (¥), U, (¥)



, [image: image820.png]


 определены соответственно по формулам (65), (62), (69).
Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 2.

Следствие 2. Построенное решение [image: image822.png]u(x,y)



 задачи (52)-(55) принадлежит классу [image: image824.png]C*(D)
)



 и функция [image: image826.png]u(x,y)



 всюду в [image: image828.png]


 является решением уравнения (1). Следовательно, линия изменения типа [image: image830.png]


 уравнения (1) как особая линия устраняется.
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