23

Міністерство освіти і науки України

Дніпропетровський національний університет

Механіко-математичний факультет

Кафедра математичного аналізу

ДИПЛОМНА РОБОТА БАКАЛАВРА
ТЕОРЕМИ ЧЕВИ І МЕНЕЛАЯ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

Виконавець 






Керівник роботи

студентка групи ММ-01-1




к.ф.-м.н., доцент

Бондаренко Н.С.






Поляков О.В.

Допускається до захисту

Завідувач кафедрою





Рецензент

доктор фіз.-мат. наук, професор



к.ф.-м.н., доцент

Бабенко В.Ф.






Великін В.Л.

м. Дніпропетровськ

2006 р.
РЕФЕРАТ

Дипломна робота містить  87 стор., 54 рис.,  20 джерел.

Об’єктом дослідження є теореми Чеви та Менелая на площині та в просторі.

Мета роботи – вивчення теорем Чеви та Менелая на площині та в просторі, доведення нетривіальних наслідків цих теорем та розв’язання задач двома способами: традиційним  і за допомогою теорем Чеви та Менелая.

Одержані висновки та їх новизна – теорема Менелая дозволяє знаходити відношення відрізків, а також доводити належність трьох точок одній прямій. Теореми Чеви та їх наслідки використовується при розв’язуванні задач про трійки прямих, що проходять через одну точку, а також при доведенні теорем про перетин трійок прямих в одній точці. Розглянуто аналоги теорем Чеви та Менелая в просторі. В дипломній роботі розв’язано 50 задач.

Результати досліджень можуть бути застосовані при викладанні теми “Теореми Чеви та Менелая” в математичних класах середніх шкіл, гімназіях та ліцеях, при позакласній роботі з учнями (на заняттях математичних гуртків, при проведенні математичних олімпіад, для індивідуальної роботи з найбільш здатними учнями).

Перелік ключових слів: ТЕОРЕМА ЧЕВИ, ТЕОРЕМА МЕНЕЛАЯ, ТРИКУТНИК, ТЕТРАЕДР, ТОЧКА, ПРЯМА, СІЧНА,  ВІДРІЗОК. 

ANNOTATION

This degree thesis of the 5th year student (DNU, Faculty of Mechanics and Mathematics, Department of  Mathematical Analysis) deals with Cheva’s and Menelay’s theorems. The work is interesting for the students and post-graduates students of mathematical specialties.
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ВИСНОВКИ 

СПИСОК ВИКОРИСТАНОЇ ЛІТЕРАТУРИ
ВСТУП

Геометрія починається з трикутника. Якщо взяти шкільний підручник з геометрії, то ми побачимо, що перші змістовні теореми стосуються саме трикутника. Все попереднє – лише аксіоми, означення або найпростіші з них наслідки. На початку свого виникнення планіметрія була “геометрією трикутника”. “Геометрія трикутника” може пишатися теоремами, які носять ім’я Ейлера, Торрічеллі, Лейбниця. На рубежі 19-20 століть завдяки великій кількості робіт, присвячених трикутнику, був створений цілий новий розділ планіметрії – “Нова геометрія трикутника”. Багато з цих робіт зараз виглядають малоцікавими, недосконалими; термінологія, яка використовувалась в них майже забута й зустрічається тільки в енциклопедіях. Але деякі теореми “Нової геометрії” продовжують жити й досі. Двом таким теоремам – Чеви та Менелая – присвячена дипломна робота.

Теореми Чеви та Менелая можна назвати “двоїстими” теоремами: вони схоже формулюються й доводяться, вони взаємозамінюються при розв’язанні задач. Теореми Чеви та Менелая корисні у випадках, коли необхідно “з’ясувати відношення” між точками та прямими, – наприклад, довести, що будь-які три прямі перетинаються в одній точці, три точки лежать на одній прямій  та ін.

Теореми Чеви та Менелая не входять в основний курс шкільної геометрії, між тим вони прості, цікаві й застосовуються при розв’язанні досить складних задач.


Дипломна робота присвячена розробці методики викладання теми “Теореми Чеви та Менелая та їх застосування”. 
Робота складається із вступу, 4 розділів, висновків та списку використаної літератури. Кожен розділ побудовано за такою структурою. На початку розділу наводиться необхідний теоретичний матеріал, потім викладено задачі з докладним розв’язанням, а наприкінці наведено задачі для самостійної роботи з розв’язанням та відповідями.

В першому розділі роботи “Теорема Менелая для трикутника” сформульовано й доведено теорему Менелая для трикутника, наведено нетривіальні приклади використання теореми Менелая (доведено теореми Дезарга, Паппа, Паскаля, Гаусса), продемонстровано ефективність використання теореми на приклади розв’язання задач двома способами: традиційним і за допомогою теореми Менелая.

В другому розділі “Теорема Менелая для тетраедра” сформульовано й доведено аналог теореми Менелая в просторі, наведено приклади розв’язання складних стереометричних задач.

В третьому розділі “Теореми Чеви для трикутника та тетраедра. Теорема Чеви в формі синусів” сформульовані теореми Чеви та наслідки з них, наведено розв’язані задачі.

В четвертому розділі “Теореми Чеви та Менелая для площини” наведено інший підхід до формулювання теорем Чеви та Менелая.

Всього в роботі розв’язано 50 задач.

Дипломна робота може бути використана викладачами ліцеїв та гімназій при викладанні спеціальних курсів, а також при підготовці учнів до олімпіад з математики.

РОЗДІЛ 1

ТЕОРЕМА  МЕНЕЛАЯ ДЛЯ ТРИКУТНИКА
1.1 Орієнтовані відрізки

Нехай на прямій  [image: image1998.png]
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. Розглянемо вектори  [image: image5.wmf]AB
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 (див. рис. 1). Зі шкільного  курсу  геометрії відомо, що існує таке число  [image: image7.wmf]k
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, то говорять , що вектори протилежно спрямовані (див. рис. 1.1а та 1.1б відповідно).
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Рис. 1.1

При цьому відрізки [image: image12.wmf]AB

  та [image: image13.wmf]CD

 ми будемо називати однаково спрямованими, якщо [image: image14.wmf]0
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 і протилежно спрямованими, якщо [image: image15.wmf]0
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. Саме число [image: image16.wmf]k

 будемо називати відношенням орієнтованих відрізків [image: image17.wmf]k
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 це відношення є просто відношенням довжин відрізків, а  при  [image: image19.wmf]0
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  – відношенням довжин, взяте зі знаком мінус). 

В подальшому всі відношення виду [image: image20.wmf]CD

AB

 будемо розуміти як відношення орієнтованих відрізків.

Якщо відрізки  [image: image21.wmf]AB

  і [image: image22.wmf]CD

  лежать не на одній прямій, а на паралельних прямих, то також можна говорити про однаково і протилежно орієнтовані відрізки і їхні відношення (див. рис. 1.2). 
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Рис. 1.2
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Наприклад, нехай [image: image24.wmf]A

 і [image: image25.wmf]B

 – точки площини, а [image: image26.wmf]1
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 і [image: image27.wmf]1
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 – перпендикуляри, опущені з цих точок на деяку пряму  [image: image28.wmf]l

 (див. рис. 1.3). 
Рис. 1.3
Тоді, якщо точки [image: image29.wmf]A

 і [image: image30.wmf]B

 лежать по одну сторону від прямої [image: image31.wmf]l

, то відрізки [image: image32.wmf]A
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 орієнтовані однаково (див. рис. 1.3а), а якщо по різні сторони – протилежно (див. рис. 1.3б), при цьому в обох випадках [image: image34.wmf]B
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Зазначемо такі важливі властивості відношень: 
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Нехай тепер на прямій  [image: image37.wmf]AB

 задана ще третя точка – [image: image38.wmf]C

. На рисунку 1.4 показано, якими можуть бути відношення [image: image39.wmf]k
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 в залежності від положення точки  [image: image40.wmf]C

  на прямій [image: image41.wmf]AB
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 лежить ліворуч від точки [image: image46.wmf]A
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; якщо точка [image: image48.wmf]C

 лежить праворуч від точки [image: image49.wmf]B

, то  [image: image50.wmf]1
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Отже, задаючи відношення орієнтованих відрізків [image: image51.wmf]CB

CA

 ми однозначно  визначаємо положення точки [image: image52.wmf]C

 на прямій  [image: image53.wmf]AB

 .
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Рис. 1.4
Зауваження. Точки [image: image54.wmf]C

, для якої  [image: image55.wmf]1

=

CB

CA

, не має на прямій  [image: image56.wmf]AB

 (можна приєднати до прямої нескінчено удалену точку [image: image57.wmf]¥

 і вважати, що саме для неї [image: image58.wmf]1
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). Слід зазначити, що просте відношення довжин відрізків  [image: image59.wmf]BC

AC

 неоднозначно задає точку [image: image60.wmf]C

  на прямій [image: image61.wmf]AB

 – таких точок, як правило, дві (за виключенням середини відрізка [image: image62.wmf]AB

, для якої [image: image63.wmf]CB

AC
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1.2 Теорема Менелая

Теорема Менелая дійшла до нас в арабському перекладі книги «Сферика» грецького математика та астронома Менелая Олександрійського (І-ІІ століття нашої ери). Теорема Менелая дозволяє в деяких випадках знаходити відношення відрізків, а також доводити належність трьох точок одній прямій.

Теорема Менелая. Нехай задано трикутник [image: image64.wmf]ABC
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(1.1)

Зауваження. Іноді добуток відношень в теоремі Менелая записують так:
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Тут всі відношення, що перемножуються – це відношення орієнтованих відрізків . 
[image: image71.png]



Рис. 1.5

Доведення.
Необхідність. Нехай пряма [image: image72.wmf]l
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 – перпендикуляри, які опущено з точок  [image: image78.wmf]C
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Перемножаючи записані відношення, маємо 
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Достатність. Проведемо пряму [image: image82.wmf]1
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. Ми повинні довести, що ця пряма перетинає [image: image83.wmf]AB
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 паралельна [image: image88.wmf]AB

 (див. рис. 1.6). Але тоді 
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Звідси та з рівності (1.1) випливає  [image: image90.wmf]1
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Нехай [image: image91.wmf]C
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Рис. 1.6

Порівнюючи з умовою, одержуємо, що 
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Оскільки мова йде про відношення орієнтованих відрізків, то [image: image97.wmf]1
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, що потрібно було довести довести. Отже, теорема Менелая повністю доведена.

Зауваження 1. При розв’язанні конкретних обчислювальних задач, якщо відомо, що точки [image: image98.wmf]1
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 лежать на одній прямій, можна не турбуватися про запис відношень орієнтованих відрізків в формулі (1.1), а обмежитися відношеннями їх довжин.

Зауваження 2. Якщо замінити в (1.1) орієнтовані відношення відношеннями довжин, обернена теорема перестає бути вірною, тобто точки [image: image100.wmf]1
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, для яких виконується (1.1), не повинні лежати на одній прямій.

Наприклад, нехай точки  [image: image102.wmf]1
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 не лежать на одній прямій.
1.3 Теореми Дезарга, Паппа, Паскаля, Гаусса

Нетривіальними прикладами використання теореми Менелая є доведення наступних теорем Дезарга, Паппа, Паскаля.

Теорема Дезарга є однією з перших та важливіших теорем проективної геометрії. Вона була доведена в першій половині XVII століття французським математиком та інженером Жераром Дезаргом (1591-1661).

Теорема Дезарга. Трикутники [image: image111.wmf]1
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 та [image: image112.wmf]2
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 розташовані на площині так, що прямі [image: image113.wmf]2
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 мають спільну точку О (див. рис. 1.7). Нехай А – точка перетину пряміх [image: image114.wmf]1
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 та [image: image115.wmf]2
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, В – точка перетину прямих [image: image116.wmf]1
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 та [image: image117.wmf]2
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, С – точка перетинуц прямих [image: image118.wmf]1
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 та [image: image119.wmf]2
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. Тоді точки [image: image120.wmf]C
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,

 лежать на одній прямій.
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Рис. 1.7

Доведення.
З теореми Менелая для трикутника [image: image122.wmf]1
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 та прямої [image: image123.wmf]2
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 лежить на [image: image125.wmf]1
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Аналогічно, з трикутників [image: image131.wmf]1
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 та [image: image132.wmf]1
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, які перетинаються прямими [image: image133.wmf]2
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 відповідно, маємо
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Перемножуючи виписані рівності, після скорочення одержуємо

[image: image137.wmf]1
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Але точки [image: image138.wmf]C
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,

лежать на сторонах або продовженнях сторін трикутника [image: image139.wmf]1
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A

 і згідно з теоремою Менелая лежать на одній прямій.

Теорема доведена.
Наступна теорема була доведена в другій половині ІІІ століття древнегрецьким математиком Паппом Александрійським.

Теорема Паппа.  На одній з прямих, що перетинаються взяті точки [image: image140.wmf]1
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, на іншій – точки [image: image141.wmf]2
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 (див. рис. 8а). Прямі [image: image142.wmf]1
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 відповідно. Тоді точки [image: image146.wmf]C
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,

 лежать на одній прямій.

Доведення.

Розглянемо трикутник [image: image147.wmf]/
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 (див. рис. 8б). Точки [image: image154.wmf]C
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Рис. 1.8
Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image158.wmf]/
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, які перетинають сторони (або їх продовження) цього трикутника. Маємо
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Перемножуючи одержані рівності, знаходимо

[image: image175.wmf]1

/

/

/

/

/

/

=

×

×

CB

CC

BA

BB

AC

AA

,

отже, точки [image: image176.wmf]B
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,

,

 лежать на одній прямій. Теорема доведена.

Теорема Паскаля. Нехай шестикутник [image: image177.wmf]ABCDEF

 вписано в коло. Тоді точки перетину його протилежних сторін лежать на одній прямій.

Доведення.

Нехай [image: image178.wmf]N
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 – точки перетину прямих [image: image179.wmf]AB

 і [image: image180.wmf]DE

, [image: image181.wmf]CD

 і [image: image182.wmf]FA

, [image: image183.wmf]BC

 і [image: image184.wmf]EF

 відповідно, а [image: image185.wmf]W
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 – точки перетину прямих [image: image186.wmf]CD

 і [image: image187.wmf]EF

, [image: image188.wmf]AB

 і [image: image189.wmf]EF

, [image: image190.wmf]AB

 і [image: image191.wmf]CD

 відповідно (див. рис. 1.9). Необхідно довести, що [image: image192.wmf]N
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,

,

 лежать на одній прямій.

Застосуємо теорему Менелая до трикутника [image: image193.wmf]UVW

 та прямої [image: image194.wmf]LDE

:
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Застосуємо теорему Менелая до трикутника [image: image196.wmf]UVW

 та прямої [image: image197.wmf]AMF

:
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.
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Рис. 1.9

Застосуємо теорему Менелая до трикутника [image: image200.wmf]UVW

 та прямої [image: image201.wmf]BCN

:
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.

Перемножуючи ці рівності, маємо
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Використаємо властивості відрізків січних:

[image: image204.wmf]UE
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Звідси маємо
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а оскільки знак кожного з шести співмножників від’ємний, то
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тому 
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отже точки  [image: image210.wmf]N

M

L

,

,

 лежать на одній прямій.

Теорема доведена.

Теорема Гаусса. Середина відрізка, що з’єднує точки перетину продовжень протилежних сторін чотирикутника, лежить на прямій, що проходить через середини діагоналей чотирикутника.
[image: image211.png]C,




Рис. 1.10

Доведення
Нехай протилежні сторони чотирикутника [image: image212.wmf]ABCD

 перетинаються в точках [image: image213.wmf]E

 та [image: image214.wmf]F

 (див. рис. 1.10). необхідно довести, що середина [image: image215.wmf]L

 відрізка [image: image216.wmf]EF

, середини [image: image217.wmf]M

 та [image: image218.wmf]N

 діагоналей [image: image219.wmf]BD

 і [image: image220.wmf]AC

 чотирикутника [image: image221.wmf]ABCD

 лежать на одній прямій.

Через точки [image: image222.wmf]N
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,

 проведемо прямі, паралельні сторонам трикутника [image: image223.wmf]BCE

: [image: image224.wmf]BC
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. 
Згідно з теоремою Фалеса ці прямі перетинають сторони [image: image227.wmf]CB
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,

,

 трикутника [image: image228.wmf]BCE

 в їх серединах [image: image229.wmf]1
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C

. Таким чином, точки [image: image230.wmf]N
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,

,

 лежать на продовженнях сторін трикутника [image: image231.wmf]1
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A

, сторони якого є середніми лініями трикутника [image: image232.wmf]BCE

. Для того, щоб довести, що точки [image: image233.wmf]N

M
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,

,

 лежать на одній прямій, достатньо довести співвідношення
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В силу властивості середньої лінії трикутника
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Отже, [image: image237.wmf]FB
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. Аналогічно знаходимо
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 дорівнює  [image: image241.wmf]AE
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. А цей добуток дорівнює –1 згідно з теоремою Менелая, яка застосовується до [image: image242.wmf]BCE

D

 та прямої [image: image243.wmf]FDA

. Теорема доведена.

1.4 Застосування теореми Менелая для розв’язання задач

Задача 1.1 У трикутнику [image: image244.wmf]ABC

 медіана [image: image245.wmf]BM

 ділить відрізок [image: image246.wmf]AK

 (точка  [image: image247.wmf]K

 належить стороні [image: image248.wmf]BC

) у відношенні 5:3 , починаючи  від вершини [image: image249.wmf]A

. У якому відношенні відрізок [image: image250.wmf]AK

 ділить медіану [image: image251.wmf]?

BM

 

Розв’язок.

1-й спосіб

[image: image1986.png]


Нехай [image: image252.wmf]y
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Введемо вектори [image: image253.wmf]BC
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Розкладемо вектор  [image: image254.wmf]BO

 за неколінеарними векторами  [image: image255.wmf]BA

  і  [image: image256.wmf]BK
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Виходячи з єдиності розкладу вектора [image: image261.wmf]BO

 за неколінеарними векторами  [image: image262.wmf]BA

 і [image: image263.wmf]BC

, маємо:
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Відповідь  3 : 1.

2-й спосіб

Запишемо теорему Менелая для трикутника  [image: image266.wmf]AKC

 і прямої [image: image267.wmf]:
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Виходячи з умови, маємо :
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Запишемо теорему Менелая для трикутника  [image: image270.wmf]BCM

 і прямої [image: image271.wmf]:
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Відповідь: 3 : 1.

Задача 1.2 У трикутнику [image: image275.wmf]ABC

 відрізок [image: image276.wmf]AK

 ([image: image277.wmf]K

 належить стороні [image: image278.wmf]BC

) ділить медіану [image: image279.wmf]BM

 у відношенні  3:4, починаючи від вершини [image: image280.wmf]B

. У якому відношенні точка [image: image281.wmf]K

 ділить сторону [image: image282.wmf]BC

[image: image283.wmf]?


Розв’язок.

[image: image1987.png]


1-й спосіб
Проведемо [image: image284.wmf].
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За умовою [image: image285.wmf].
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Відповідь: 3:8.

2-й спосіб

Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image290.wmf]MBC

  і прямої [image: image291.wmf]AK
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Відповідь: 3 : 8 .

Задача 1.3 Сторони трикутника [image: image294.wmf]ABC

 поділено точками [image: image295.wmf]N
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,

  і  [image: image296.wmf]P

 так, що 
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Знайти відношення площі трикутника, обмеженого прямими  [image: image298.wmf]BP

AN

,

 і [image: image299.wmf]CM

, до площі трикутника [image: image300.wmf]ABC

.

Розв’язок.

1-й спосіб

[image: image1988.png]


Нехай  [image: image301.wmf]2
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Використовуємо теорему синусів для трикутника  [image: image302.wmf]ABN
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       (1.3.2)

Поділимо почленно рівність (1.3.1) на рівність (1.3.2): 
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                      (1.3.3)

З [image: image313.wmf]ADC
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                                 (1.3.4)

Поділимо почленно рівність (1.3.3) на рівність (1.3.4):
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Нехай [image: image318.wmf]2
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                          (1.3.5)

З [image: image321.wmf]RBC
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                            (1.3.6)

Поділимо почленно рівність (1.3.5) на рівність (1.3.6)
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                         (1.3.7)
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                         (1.3.8)

Поділимо почленно рівність (1.3.7) на рівність (1.3.8):
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Використовуючи співвідношення (*) і (**), запишемо: 

[image: image336.wmf]5
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Аналогічно одержимо 
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Використовуючи властивості площ, маємо: 
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Відповідь: 3:7.

2-й спосіб

Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image339.wmf]BPC

  і прямої [image: image340.wmf]AN
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(1.3.9)

Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image344.wmf]ABP

 і прямої [image: image345.wmf]MC

:
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(1.3.10)

Використовуючи (1.3.9) і (1.3.10) дістанемо: 
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Аналогічно  
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А далі розв’язуємо, як в 1-му способі.

Відповідь: 3 : 7.

Задача 1.4 Висота [image: image351.wmf]CD

 рівнобедреного трикутника [image: image352.wmf]ABC

 з основою [image: image353.wmf]AB

 поділена на три рівні частини. Через точку [image: image354.wmf]A

 та точки поділу проведено прямі, які ділять бічну сторону, що дорівнює [image: image355.wmf]60

 см, на три відрізки. Знайти ці відрізки.

Розв’язок.
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Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image357.wmf]CDB

 і прямої [image: image358.wmf]AM

:
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Звідси [image: image362.wmf]12
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см , [image: image363.wmf]48
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Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image364.wmf]CDB

 і прямої [image: image365.wmf]AN
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Відповідь: 12 см, 18 см, 30 см.

Задача 1.5 Через середину [image: image371.wmf]M

 сторони [image: image372.wmf]BC

  паралелограма [image: image373.wmf]ABCD

 , площа якого дорівнює 1, і вершину [image: image374.wmf]A

 проведено пряму, яка перетинає діагональ [image: image375.wmf]BD

 у точці [image: image376.wmf]Q

. Знайти площу чотирикутника [image: image377.wmf]QMCD

.

Розв’язок.

Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image378.wmf]BCO

 і прямої [image: image379.wmf]AM

: 
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Оскільки площі трикутників з рівними висотами відносяться як основи, то
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Відповідь: [image: image385.wmf]12
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Задача 1.6. У трикутнику [image: image386.wmf]ABC

 на стороні [image: image387.wmf]AB

 взято точку [image: image388.wmf]D

 , а на стороні [image: image389.wmf]BC

 точки [image: image390.wmf]E

 і [image: image391.wmf]F
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  ділить відрізок [image: image395.wmf]DF

.

Розв’язок.
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Запишемо теорему Менелая для трикутника  [image: image399.wmf]DBF

  і  прямої [image: image400.wmf]AE

:
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Відповідь: 11 : 3.

Задача 1.7 На сторонах [image: image404.wmf]AB

 і [image: image405.wmf]AC

 трикутника [image: image406.wmf]ABC

 дано відповідно точки [image: image407.wmf]M

і [image: image408.wmf]N

 такі , що  [image: image409.wmf]2
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.У якому відношенні точка [image: image410.wmf]S

 перетину відрізків [image: image411.wmf]BN

  і [image: image412.wmf]CM

  ділить кожен з цих відрізків ? 

Розв’язок.

Запишемо теорему Менелая для трикутника  [image: image413.wmf]MCA

 і прямої [image: image414.wmf]BS

:
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Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image418.wmf]ABN

 і прямої [image: image419.wmf]MC

:
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Відповідь: [image: image423.wmf]3
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Задача 1.8  Ортоцентр [image: image425.wmf]H

 трикутника [image: image426.wmf]ABC

 (ортоцентр – точка перетину висот)  ділить висоту навпіл. Довести , що  [image: image427.wmf]B
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 , де  [image: image428.wmf]C
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 – кути трикутника.

Доведення.

[image: image1993.png]


Нехай [image: image429.wmf]ABC

 - даний трикутник, [image: image430.wmf]H

- його ортоцентр, [image: image431.wmf]HP

CH

=

.
Запишемо теорему Менелая для трикутника [image: image432.wmf]BCP

 і прямої [image: image433.wmf]AN

:
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Підставимо знайдені залежності в теорему Менелая: 
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що і треба було довести.

Задача 1.9 З вершини [image: image443.wmf]C

 прямого кута  трикутника [image: image444.wmf]ABC

 проведено висоту [image: image445.wmf]CK

, а в трикутнику [image: image446.wmf]ACK

 проведено бісектрису [image: image447.wmf]CE

. Пряма, що проходить через точку  [image: image448.wmf]B

 паралельно [image: image449.wmf]CE

, перетинає [image: image450.wmf]CK

 у точці [image: image451.wmf]F

. Довести, що пряма [image: image452.wmf]EF

 ділить відрізок  [image: image453.wmf]AC

 навпіл.
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Розв’язок.
Нехай [image: image454.wmf]b
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Тому [image: image461.wmf]CBE
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 - рівнобедрений,  [image: image462.wmf]BE
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Запишемо теорему Менелая для трикутника  [image: image463.wmf]CKA

 і прямої [image: image464.wmf]FD

:
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 подібні, 
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(1.9.1)

З подібності трикутників [image: image473.wmf]CBK

 і [image: image474.wmf]ACK

 запишемо:
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(1.9.2)

З трикутника [image: image476.wmf]KCA

 за властивістю бісектриси:
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(1.9.3)

Порівнюючи співвідношення (1.9.1), (1.9.2), (1.9.3) маємо: 

[image: image478.wmf]KE
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Підставимо знайдений результат у теорему Менелая : 

[image: image479.wmf]1
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Тобто [image: image481.wmf]DC
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, що і треба було довести.

Задачі для самостійної роботи

Задача 1.10 Нехай [image: image482.wmf]AD

 – медіана трикутника [image: image483.wmf]ABC

. На [image: image484.wmf]AD

 взята точка [image: image485.wmf]K

 так, що [image: image486.wmf]1
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. В якому співвідношенні пряма [image: image487.wmf]BK

 ділить площу трикутника [image: image488.wmf]ABC

?

[image: image1995.png]


Розв’язок.
Відношення площ трикутників [image: image489.wmf]ABP

 та [image: image490.wmf]CBP

 дорівнює відношенню відрізків [image: image491.wmf]AP

 та [image: image492.wmf].

PC

 Застосовуючи теорему Менелая до трикутника ACD та прямої BP, маємо
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.

Відповідь: AP:PC=3:2.

Задача 1.11  Три кола різних радіусів розташовані на площині так, що жодне з них не лежить повністю в колі, яке обмежено іншим колом. Кожній парі кіл поставимо у відповідність точку перетину зовнішніх подвійних дотичних. Довести, що одержані три точки лежать на одній прямій.

Доведення.

Нехай  радіуси кіл з центрами [image: image496.wmf]3
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 відповідно . Тоді
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так як кіла з центрами [image: image499.wmf]1

O

  и [image: image500.wmf]2

O

 гомотетичні відповідно точки С, а відношення радіусів [image: image501.wmf]2

1

r

r

 - коефіцієнт гомотетіі. 
Аналогічно  [image: image502.wmf]1
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Таким чином ,  [image: image503.wmf]1

1

3

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

=

×

×

=

×

×

r

r

r

r

r

r

BO

B

O

AO

A

O

CO

C

O

.

З теореми оберненої до теореми Менелая маємо, що точки А,В,С лежать на одній прямій.

Задача 1.12 В [image: image504.wmf]ABC

D

 бісектриса [image: image505.wmf]AD

 поділяє [image: image506.wmf]BC

 в  відношенні 2:1. В якому відношенні медіана  [image: image507.wmf]CE

 поділяє цю бісектрису ?

Розв’язок .

Застосовуємо теорему Менелая до трикутника  [image: image508.wmf]ABD

  та прямої  [image: image509.wmf]CE


[image: image510.wmf]1
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.

Так як [image: image511.wmf]CE

 – медіана, то [image: image512.wmf]EB
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=

, звідси
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Відповідь: [image: image516.wmf]3
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.

Задача 1.13  В правильном трикутнику [image: image517.wmf]ABC

 зі стороною  [image: image518.wmf]a

 точка [image: image519.wmf]E

–середина [image: image520.wmf]BC

,  [image: image521.wmf]D

 – середина [image: image522.wmf]AC

, [image: image523.wmf]M
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,

, [image: image524.wmf]ABC
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. Знайти [image: image525.wmf]MF

.
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Розв’язок.
Площа правильного трикутника дорівнює [image: image526.wmf]4
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.
Розглянемо трапецію [image: image527.wmf]ABED

 [image: image528.wmf])

//

(

ED

AB

 , [image: image529.wmf]2
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. Знайдемо висоту [image: image530.wmf]h

 цієї трапеції: 
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a

a

BD

2

3

2

2

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=


[image: image533.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

-

=

+

4

3

2

4

2

2

2

2

2

2

2

a

h

x

ax

a

a

h

x


[image: image534.wmf]0

2

2

2

2

=

-

-

a

ax

a



[image: image535.wmf]ax
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[image: image540.wmf]4
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Оскільки [image: image541.wmf]DEC
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, то [image: image542.wmf]DC
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, звідки  [image: image543.wmf]2
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  [image: image544.wmf]Þ

 [image: image545.wmf]2
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.

За умовою [image: image546.wmf]ABC

ABMD
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=

, де [image: image547.wmf]ABMD

 – трапеція з висотою [image: image548.wmf]h

, тоді
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[image: image550.wmf]Þ


[image: image551.wmf]4
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[image: image552.wmf]Þ
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[image: image556.wmf]Þ
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Застосовуємо теорему Менелая до трикутника [image: image558.wmf]DCE

  та прямої [image: image559.wmf]BF

:

[image: image560.wmf]1
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[image: image561.wmf]2
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Застосовуємо теорему Менелая до трикутника [image: image562.wmf]BCF

 та прямої [image: image563.wmf]DE

:
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[image: image565.wmf]1
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 [image: image571.wmf]3

1

=

MB

FM

.

Оскільки [image: image572.wmf]DBC
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, то [image: image573.wmf]BC
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, звідки [image: image574.wmf]BC
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 [image: image576.wmf]BF

BC

DF

FC

=

+

1

 [image: image577.wmf]Þ
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Відповідь: [image: image586.wmf]12
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Задача 1.14  Дан  паралелограм [image: image587.wmf]ABCD

 . Точка [image: image588.wmf]M

 поділяє відрізок [image: image589.wmf]AD

 в відношені  [image: image590.wmf]p

, а точка [image: image591.wmf]N

 поділяє відрізок [image: image592.wmf]DC

 в відношенні [image: image593.wmf]q

. Прямі [image: image594.wmf]BM

 та [image: image595.wmf]AN

 перетинаються в точці  [image: image596.wmf]S

. Обчислити відношення [image: image597.wmf]SN

AS

:

.

Розв’язок.
[image: image598.png]



Застосуємо теорему Менелая до трикутника [image: image599.wmf]AND

 та прямої [image: image600.wmf]1
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:
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Оскільки [image: image604.wmf]1
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, то 
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Підставляємо [image: image619.wmf]1
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 в (*):
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Відповідь: [image: image623.wmf]q
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Задача 1.15 Коло [image: image624.wmf]S

 дотикається кола [image: image625.wmf]1

S

 та кола [image: image626.wmf]2

S

 в точках [image: image627.wmf]1

A

 і [image: image628.wmf]2

A

. Довести, що пряма [image: image629.wmf]2

1

A

A

 проходить через точку  перетину загальних зовнішніх або загальних внутрішніх дотичних до кіл [image: image630.wmf]1

S

 та [image: image631.wmf]2

S

.

Доведення.

Нехай [image: image632.wmf]2
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 – центри кіл [image: image633.wmf]2
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,

,
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S

; [image: image634.wmf]X

- точка перетину прямих [image: image635.wmf]2
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O

O

 і [image: image636.wmf]2
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A

. Застосовуючи теорему Менелая до трикутника [image: image637.wmf]2
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 і точок [image: image638.wmf]X

A

A

,

,

2

1

, знаходимо [image: image639.wmf]1
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отже, 




[image: image640.wmf]2
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де [image: image641.wmf]2
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R

 – радіуси кіл [image: image642.wmf]1

S

 і [image: image643.wmf]2

S

 відповідно. Отже, [image: image644.wmf]X

– точка перетину загальних зовнішніх або загальних внутрішніх дотичних до кіл [image: image645.wmf]1

S

 і [image: image646.wmf]2

S

.

Задача 1.16 а) Серединний перпендикуляр до бісектриси [image: image647.wmf]AD

 трикутника [image: image648.wmf]ABC

 перетинає пряму [image: image649.wmf]BC

 в точці [image: image650.wmf]E

. Довести, що [image: image651.wmf]2

2
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CE

BE
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.

б) Довести, що точки перетину серединних перпендикулярів до бісектрис трикутників і продовжень відповідних сторін лежать на одній прямій.

Доведення.

а) Нехай для визначеності [image: image652.wmf]C
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. 
Тоді [image: image653.wmf]2
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, звідки [image: image654.wmf]B
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. 
Так як[image: image655.wmf],
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[image: image656.wmf]2
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б) В задачі а) точка [image: image657.wmf]E

 лежить на продовженні сторони [image: image658.wmf]BC

, так як 

[image: image659.wmf]CAD
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.

Тому, використовуючи результат задачі а) і теорему Менелая, одержуємо необхідне.

Задача 1.17 На сторонах [image: image660.wmf]CD

BC

AB

,

,

 чотирикутника [image: image661.wmf]ABCD

 (або на їхніх продовженнях) взяті точки [image: image662.wmf]M

L

K

,

,

. Прямі [image: image663.wmf]KL

 і [image: image664.wmf]AC

 перетинаються в точці [image: image665.wmf]P

, прямі [image: image666.wmf]LM

 і [image: image667.wmf]BD

 - в точці [image: image668.wmf]Q

. Довести, що точка  перетину прямих [image: image669.wmf]KQ

 і [image: image670.wmf]MP

 лежить на прямій [image: image671.wmf]AD

.

Доведення.

Нехай [image: image672.wmf]N

 - точка  перетинання прямих [image: image673.wmf]AD

 і [image: image674.wmf]KQ

, [image: image675.wmf]P

¢

 - точка перетинання прямих [image: image676.wmf]KL

 і [image: image677.wmf]MN

. Застосовуючи теорем Дезарга до трикутників [image: image678.wmf]KBL

 і [image: image679.wmf]NDM

, одержуємо, що точки [image: image680.wmf]C

A

P

,

,

/

 лежать на одній прямій. Виходить, [image: image681.wmf]/
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.

Задача 1.18 Задан чотирикутник [image: image682.wmf]ABCD

. Продовження його сторін [image: image683.wmf]AB

 та [image: image684.wmf]CD

 перетинаються в точці [image: image685.wmf]E

, продовження сторін [image: image686.wmf]AD

 та [image: image687.wmf]BC

 перетинаються в точці [image: image688.wmf]F

. Довести, що середини відрізків [image: image689.wmf]EF

BD

AC

,

,

 лежать на одній прямій.

Доведення.

Нехай [image: image690.wmf]R

Q

P

,

,

 – середини відрізків [image: image691.wmf]BF

CE

BC

,

,

, а точки [image: image692.wmf]M

L

K

,

,

 – середини [image: image693.wmf]EF

BD

AC

,

,

. Точка [image: image694.wmf]K

 лежить на прямій [image: image695.wmf]PQ

, точка [image: image696.wmf]L

 – на прямій [image: image697.wmf]PR

, точка [image: image698.wmf]M

 – на прямій [image: image699.wmf]RQ

. Достатньо довести, що 

[image: image700.wmf]1
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Але

[image: image701.wmf]FB
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а останній добуток дорівнює 1 згідно з теоремою Менелая для трикутника [image: image702.wmf]BCE

 та прямої [image: image703.wmf]ADF

.

Задача 1.19 Пряма Сімсона. Нехай [image: image704.wmf]P

 – точка кола, описаного навколо трикутника [image: image705.wmf]ABC

, а точки [image: image706.wmf]1

1

1

,

,

C

B

A

 – основи перпендикулярів, опущених з точки [image: image707.wmf]P

 на прямі [image: image708.wmf]AB

AC

BC

,

,

. Довести, що точки [image: image709.wmf]1

1

1

,

,

C

B

A

 лежать на одній прямій.

Доведення.

Нехай [image: image710.wmf]z

y

x

,

,

 – відстані від точки [image: image711.wmf]P

, яка взята на дузі [image: image712.wmf]AC

 описаного кола, до вершин [image: image713.wmf]C

B

A

,

,

 відповідно, а [image: image714.wmf]1
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 – проекції точки [image: image715.wmf]P

 на прямі [image: image716.wmf]AB
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,

,

. Нехай також [image: image717.wmf]j
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, [image: image718.wmf]y
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, [image: image719.wmf]c
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. Тоді орієнтовані відрізки з точністю до знаку такі: 

[image: image720.wmf]y
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, [image: image721.wmf]c
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, [image: image722.wmf]j
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, [image: image723.wmf]c
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[image: image724.wmf]y
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, [image: image725.wmf]j
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.

Записуючи їх відношення, приписуючи ним потрібні знаки, та перемножуючи, одержимо рівність

[image: image726.wmf]1
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Звідси й випливає, що точки [image: image727.wmf]1

1

1

,

,

C

B

A

 лежать на одній прямій.

Задача 1.20 На сторонах [image: image728.wmf]AB

 та [image: image729.wmf]AC

 трикутника [image: image730.wmf]ABC

 взято точки [image: image731.wmf]M

 та [image: image732.wmf]N

 такі, що [image: image733.wmf]2
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NA

CN

MB

AM

. Відрізки [image: image734.wmf]BN

 та [image: image735.wmf]CM

 перетинаються в точці [image: image736.wmf]K

. Знайти відношення відрізків [image: image737.wmf]KN

BK

.

Розв’язок.

Застосуємо теорему Менелая до трикутника [image: image738.wmf]ABN

 та січної [image: image739.wmf]CM

. Одержимо

[image: image740.wmf]1
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,

оскільки [image: image741.wmf]3
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, а [image: image742.wmf]2
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, то [image: image743.wmf]4
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.

Відповідь: [image: image744.wmf]4
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.

Задача 1.21 Довести, що пряма, яка проходить через середини основ трапеції, проходить через точку перетину її діагоналей та точку перетину прямих, які містять бокові сторони (див. рис. а).

Доведення.

1 спосіб.

Нехай [image: image745.wmf]M

 - точка перетину прямих, що містять бокові сторони [image: image746.wmf]AB

 і [image: image747.wmf]CD

 трапеції [image: image748.wmf]ABCD

, [image: image749.wmf]P

- середина основи [image: image750.wmf]BC

, [image: image751.wmf]Q

– точка перетину прямої [image: image752.wmf]PM

 з основою [image: image753.wmf]AD

 (див. рис. б). Доведемо, що [image: image754.wmf]Q

– середина відрізку [image: image755.wmf]AD

, тобто точка [image: image756.wmf]M

 лежить на прямій, яка проходить через середини основ трапеції.

Оскільки трикутник [image: image757.wmf]AQM

 подібний до трикутника [image: image758.wmf]BPM

 за першою ознакою подібності трикутників ([image: image759.wmf]AMQ

Ð

 – спільний, [image: image760.wmf]MBP

MAQ

Ð

=

Ð

), то відношення 
[image: image761.png]A A A




[image: image762.wmf]PM

QM

BP

AQ

=

. Аналогічно, трикутник [image: image763.wmf]DQM

 подібний до трикутника [image: image764.wmf]CPM

, тому [image: image765.wmf]PM

QM

CP

DQ

=

. З цих рівностей одержуємо, що [image: image766.wmf]CP

DQ

BP

AQ

=

. Так як [image: image767.wmf]CP

BP

=

, то [image: image768.wmf]DQ

AQ

=

, тобто [image: image769.wmf]Q

 – середина основи [image: image770.wmf]AD

.

Позначимо через [image: image771.wmf]N

 точку перетину діагоналей [image: image772.wmf]BD

 і [image: image773.wmf]AC

, а через [image: image774.wmf]/

Q

– точку перетину прямих [image: image775.wmf]PN

 і [image: image776.wmf]AD

 (див. рис. в). Аналогічно до попереднього, використовуючи подібність: трикутник [image: image777.wmf]BNP

 подібний до трикутника [image: image778.wmf]/

DNQ

 і трикутник [image: image779.wmf]CNP

 подібний до трикутника [image: image780.wmf]/

ANQ

, доводиться, що [image: image781.wmf]/

Q

– середина основи [image: image782.wmf]AD

. Тобто точка [image: image783.wmf]N

 лежить на прямій, що проходить через середини основ трапеції.

2 спосіб.

Нехай [image: image784.wmf]ABCD

 задана трапеція з основами [image: image785.wmf]AD

 і [image: image786.wmf]BC

. Застосуємо теорему Менелая до трикутника [image: image787.wmf]ADB

 і трьом точкам [image: image788.wmf]/

Q

(середина основи [image: image789.wmf]AD

), [image: image790.wmf]N

 (точка перетину діагоналей [image: image791.wmf]AC

 і [image: image792.wmf]BD

), [image: image793.wmf]M

 (точка перетину прямих [image: image794.wmf]AB

 і [image: image795.wmf]CD

) (див. рис. в).

[image: image796.wmf]1
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, [image: image797.wmf]BC
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=

, [image: image798.wmf]AD

BC

MA

BM
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=

,

так як трикутник [image: image799.wmf]ADM

 подібний до трикутника [image: image800.wmf]BCM

. Звідси випливає, що 

[image: image801.wmf]1
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Q

AQ

,

тому точки [image: image802.wmf]N

M

Q

,

,

/

 лежать на одній прямій. Аналогічно доводиться, що середина [image: image803.wmf]P

 відрізка [image: image804.wmf]BC

 лежить на прямій [image: image805.wmf]MN

.
Задача 1.22 Через точку [image: image806.wmf]M

 перетину діагоналей чотирикутника проведена січна. Відрізок цієї січної, що замкнений між однією парою протилежних сторін чотирикутника, поділяється точкою [image: image807.wmf]M

 навпіл. Довести, що відрізок січної, що замкнений між продовженнями іншої пари протилежних сторін чотирикутника поділяється точкою [image: image808.wmf]M

 також навпіл.

Доведення.

Нехай січна [image: image809.wmf]EMF

 зустрічає сторони [image: image810.wmf]AD

 і [image: image811.wmf]BC

 чотирикутника [image: image812.wmf]ABCD

 в точках [image: image813.wmf]E

 і [image: image814.wmf]F

, а продовження сторін [image: image815.wmf]AB

 і [image: image816.wmf]CD

 – в точках [image: image817.wmf]K

 і [image: image818.wmf]L

. Тоді скориставшись теоремою Менелая для трикутників [image: image819.wmf]KMB

 і [image: image820.wmf]LMD

, які перетинаються прямими [image: image821.wmf]AED

 і [image: image822.wmf]BFC

, одержуємо, що 
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 і [image: image824.wmf]1
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.

Тоді 
[image: image825.wmf]1
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Але за умовою [image: image826.wmf]MF

ME

=

, і для чотирикутника [image: image827.wmf]KBDL

 і січної [image: image828.wmf]AMC

 згідно з теоремою Менелая маємо

[image: image829.wmf]1
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.
Отже, [image: image830.wmf]MK

LM

LK

FL

=

 або [image: image831.wmf]ME
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FL

=

. Звідси [image: image832.wmf]FL

EK

=

 і [image: image833.wmf]ML

KM

=

.

РОЗДІЛ 2

ТЕОРЕМА МЕНЕЛАЯ ДЛЯ ДОВІЛЬНОГО ТЕТРАЕДРА

Досить ефективно при розв’язанні деяких задач застосовується мало відома стереометрична теорема Менелая для довільного тетраедра.

Теорема Менелая для тетраедра. У довільному тетраедрі [image: image834.wmf]KLMN

 точки  [image: image835.wmf]D

C

B

A

,

,

,

 належать ребрам  [image: image836.wmf]LM

NL

KN

,

,

 і [image: image837.wmf]MK

 відповідно (див. рис. 2.1). Для того, щоб точки [image: image838.wmf]D

C

B

A

,

,

,

 належали однієї площині, необхідно і достатньо, щоб виконувалось співвідношення

[image: image839.wmf]1
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(2.1)
[image: image840.png]



Рис 2.1 До формулювання теореми Менелая для довільного тетраедра

Доведення. Необхідність. Нехай чотирикутник [image: image841.wmf]ABCD

 – перетин даного тетраедра деякою площиною [image: image842.wmf]t

. Проведемо  [image: image843.wmf]1

1

1

1

,

,

,

LL

MM

NN

KK

 – перпендикуляри  до площи-ни [image: image844.wmf]t

. Розглянемо «фрагмент» – перетин ребра [image: image845.wmf]KN

  площиною [image: image846.wmf]t

  (див. рис. 2.2). 
[image: image847.png]



Рис 2.2 До доведення теореми Менелая

Трикутники [image: image848.wmf]A
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 та [image: image849.wmf]A
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 подібні, тому  [image: image850.wmf]1
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KA

=

.
Трикутники [image: image851.wmf]B

NN

1

 та [image: image852.wmf]B
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1

 подібні, тому  [image: image853.wmf]1
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.
[image: image854.png]L
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Трикутники [image: image855.wmf]C

LL

1

 та [image: image856.wmf]C

MM

1

 подібні, тому [image: image857.wmf]1
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MM

LL

CM
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=

. 
[image: image858.png]My
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Трикутники [image: image859.wmf]D

MM

1

 та [image: image860.wmf]D
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1

 подібні, тому  [image: image861.wmf]1
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MM

DK

MD

=

.
[image: image862.png]Ki
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Перемножуючи знайдені пропорції, приходимо до рівності: 

[image: image863.wmf]1
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Достатність. Припустимо, що виконується співвідношення (2.1), але точки [image: image864.wmf]D

C

B

A

,

,

,

  не лежать в одній площині. Проведемо через точки  [image: image865.wmf]D

C

B

,

,

 площину [image: image866.wmf]s

, що перетинає ребро [image: image867.wmf]KN

 в деякій точці [image: image868.wmf]1

A

, відмінної від [image: image869.wmf]A

. Тому [image: image870.wmf]AN

KA

N

A

KA

=

1

1

,

отже, співвідношення (2.1)  для точок   [image: image871.wmf]D

C

B

A

,

,

,

1

 виконуватися не буде. Оскільки ми прийшли до протиріччя з вихідною умовою (не виконується рівність (2.1)), то наше припущення невірне й площина [image: image872.wmf]s

  пройде через точку  [image: image873.wmf]A

. 

Теорема доведена.

Наведемо застосування цієї теореми до розв’язання стереометричних задач.

Задача 2.1 У тетраедрі  [image: image874.wmf]ZABC

  точки  [image: image875.wmf]P

N

M

,

,

 належать ребрам  [image: image876.wmf]AB

ZA

,

 і [image: image877.wmf]BC

 відповідно (див. рис. 2.3),  причому  [image: image878.wmf]5
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 і [image: image879.wmf]4
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PC

BP

. Через точки [image: image880.wmf]P

N

M

,

,

 проведена площина [image: image881.wmf]t

. У якому відношенні ця площина поділяє об’єм тетраедра?
[image: image882.png]



Рис. 2.3 До задачі 2.1

Розв’язок. Нехай площина  [image: image883.wmf]t

  перетинає  ребро [image: image884.wmf]ZC

 в точці [image: image885.wmf]Q

. Чотирикутник  [image: image886.wmf]MNPQ

 – переріз даного тетраедра площиною [image: image887.wmf]t

. Визначимо,  у якому відношенні точка [image: image888.wmf]Q

 поділяє ребро  [image: image889.wmf]ZC

. На підставі співвідношення (2.1) та умови задачі маємо
[image: image890.wmf]1
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звідки
[image: image891.wmf]1
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.

У багатограннику  [image: image892.wmf]MANPCQ

 проведемо переріз через ребро [image: image893.wmf]AN

  і вершину [image: image894.wmf]Q

. Цей переріз розбиває розглянутий багатогранник на трикутну піраміду [image: image895.wmf]QAMN

 і чотирикутну піраміду  [image: image896.wmf]QANPC

, яка  діагональним перерізом  [image: image897.wmf]AQP

 розбивається на дві трикутні піраміди: [image: image898.wmf]QAPN

и

QAPC

.

Нехай [image: image899.wmf]S

 – площа грані [image: image900.wmf]ABC

, [image: image901.wmf]H

– довжина висоти тетраедра, проведена з вершини [image: image902.wmf]Z

, [image: image903.wmf]V

 – об’єм даного тетраедра. Визначимо об’єми трьох отриманих вище трикутних пірамід. Для піраміди [image: image904.wmf]QAPC

:

[image: image905.wmf]q
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де [image: image906.wmf]q

H

 – довжина висоти трикутної піраміди [image: image907.wmf]QAPC

, проведена з вершини [image: image908.wmf]Q

 на площину грані [image: image909.wmf]APC

 ([image: image910.wmf]H

H

Q
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4

). Тоді
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[image: image912.wmf]V
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Нехай далі [image: image913.wmf]1

S

 –  площа грані [image: image914.wmf]ZAB

, [image: image915.wmf]1

H

 – довжина висоти даного тетраедра, проведена з вершини [image: image916.wmf]C

 на площину грані [image: image917.wmf]ZAB

. Тоді 
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де [image: image919.wmf]Q

H

¢

 – довжина перпендикуляра, проведеного з вершини [image: image920.wmf]Q

 на площину грані [image: image921.wmf]ZAB

 ([image: image922.wmf]1
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Знайдемо тепер об’єм багатогранника  [image: image924.wmf]MANPCQ

:

[image: image925.wmf]V
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Отже, [image: image926.wmf]V
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У такий спосіб шукане відношення дорівнює 23:40. 

Відповідь: 23:40.

Задача 2.2.  Об’єм тетраедра [image: image927.wmf]ZABC

 дорівнює 5. Через середини ребер [image: image928.wmf]BC

ZA

,

 проведена площина, яка перетинає ребро [image: image929.wmf]ZC

 в точці [image: image930.wmf]M

. При цьому відношення довжини відрізка [image: image931.wmf]ZM

 до довжини відрізка [image: image932.wmf]MC

 дорівнює [image: image933.wmf]3

2

. Знайдіть площу перерізу тетраедра зазначеною площиною, якщо відстань до неї від вершини [image: image934.wmf]A

 дорівнює 1.
[image: image935.png]



Рис. 2.4 До задачі 2.2

Розв’язок.
Нехай [image: image936.wmf]K

 і [image: image937.wmf]P

 – середини ребер  [image: image938.wmf]BC

ZA

,

 відповідно і [image: image939.wmf]3

:
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=

MC

ZM

.

Чотирикутник [image: image940.wmf]KLPM

– заданий за умовою переріз. На підставі теореми Менелая 
[image: image941.wmf]1
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  [image: image943.wmf]2
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З'єднаємо точки [image: image944.wmf]M

 і [image: image945.wmf]A

, [image: image946.wmf]M

 і [image: image947.wmf]L

, [image: image948.wmf]A

 і [image: image949.wmf]P

. 

Нехай [image: image950.wmf]S

S
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D

 і довжина висоти тетраедра, проведена з вершини [image: image951.wmf]Z

 На рисунку не наведено), дорівнює [image: image952.wmf]H

. Згідно з умовою задачі [image: image953.wmf]5

3

1

=

SH

. Висота  піраміди  [image: image954.wmf]MALP

, проведена з вершини [image: image955.wmf]M

 дорівнює  [image: image956.wmf]H

5

3

. 

Знайдемо тепер об’єм піраміди [image: image957.wmf]MALP

:
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Далі нехай [image: image959.wmf]1

S

S
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D

 і довжина висоти тетраедра, проведена з вершини [image: image960.wmf]C

  на грань [image: image961.wmf]ZAB

 дорівнює [image: image962.wmf]1

H

. Тоді об’єм піраміди [image: image963.wmf]MAKL

 дорівнює
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[image: image965.wmf]1
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З іншої сторони (враховуючи, що відстань від вершини [image: image966.wmf]A

 до площини перерізу за умовою задачі дорівнює 1), маємо 

[image: image967.wmf]KMPL
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Отже, [image: image968.wmf]3
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.

Відповідь: 3.

Задача 2.3 В піраміді [image: image969.wmf]KLMN

 проведений переріз [image: image970.wmf]ABCD

 так, що  точка  [image: image971.wmf]A

 лежить на ребрі [image: image972.wmf],

KN

 точка [image: image973.wmf]B
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Знайти відношення об’ємів частин, на які площина [image: image981.wmf]ABCD

 поділяє піраміду.
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Рис 2.5 До задачі 2.3

Розв’язок.

З умови задачі  безпосередньо випливає, що 
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Згідно з теоремою Менелая маємо 
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Враховуючи (2.3.1) і (2.3.2)  й прийняті вище позначення одержуємо 
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Розділивши обидві частини останньої рівності з умови задачі на [image: image990.wmf]DK
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(2.3.4)

З (2.3.3) і (2.3.4) складаємо систему
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Розв’язуємо цю систему: 
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Розбиваємо багатогранник [image: image998.wmf]ABNMCD

 на три трикутні піраміди: [image: image999.wmf]ABMC

ABMN
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, [image: image1000.wmf]ACDM
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Нехай [image: image1001.wmf]S

 – площа трикутника [image: image1002.wmf]LMN

, [image: image1003.wmf]H

– довжина висоти даної піраміди, проведена з вершини [image: image1004.wmf]K

, [image: image1005.wmf]V

– об’єм даної піраміди, [image: image1006.wmf]A

H

 – довжина висоти піраміди [image: image1007.wmf]ABMN

, проведена з вершини [image: image1008.wmf]A

. Тоді маємо 

[image: image1009.wmf]V

SH

H

S

H

S

V

A

BMN

ABMN

35

12

)

3

1

(

35

12

5

3

7

4

3

1

3

1

=

=

×

×

=

×

=

D


[image: image1010.wmf]V

H

S

H

S

H

S

V

BLM

A

BMC

ABMC

175

18

7

3

3

1

25

6

5

3

5

2

3

1

3

1

=

×

×

×

=

×

=

×

=

D


Нехай [image: image1011.wmf]1
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 – площа грані [image: image1012.wmf]KLM

, [image: image1013.wmf]1
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 – довжина висоти даної піраміди, проведена з вершини [image: image1014.wmf]N

 на площину  грані  [image: image1015.wmf]KLM

, [image: image1016.wmf]A
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 – довжина перпендикуляра, опущеного з точки [image: image1017.wmf]A

 на площину грані [image: image1018.wmf]KLM

. Тоді маємо
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Знайдемо об’єм багатогранника [image: image1020.wmf]ABNMCD

:
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Отже, [image: image1022.wmf]V
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Таким чином, шукане відношення дорівнює 17:18.

Відповідь: 17:18.

Задача 2.4  Задана піраміда [image: image1023.wmf]SABCD

, основа якої має форму опуклого чотирикутни-ка [image: image1024.wmf]ABCD

 зі взаємно перпендикулярними діагоналями [image: image1025.wmf]AC

 і [image: image1026.wmf]BD

. Основа перпендикуляра, опущеного з вершини  [image: image1027.wmf]S

 на основу піраміди, збігається з точкою  [image: image1028.wmf]O

 – перетином діагоналей [image: image1029.wmf]AC

 і [image: image1030.wmf]BD

. Довести, що основи перпендикулярів, опущених із точки [image: image1031.wmf]O

 на бічні грані піраміди, лежать на одному колі.
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Рис. 2.6 До задачі 2.4

Розв’язок.

Нехай [image: image1033.wmf]OK
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, [image: image1037.wmf]OM

 – перпендикуляр до площини  [image: image1038.wmf]SAD
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. Згідно з умовою,  [image: image1045.wmf]SO

OC

^

 і  [image: image1046.wmf]OD

OC

^

. Тому  [image: image1047.wmf]SD

OC

^

. 

Згідно з теоремою про три перпендикуляри ([image: image1048.wmf]SCD

OM

^

 , [image: image1049.wmf]OC

– похила, [image: image1050.wmf]CM

 –її проекція на [image: image1051.wmf]SCD

) маємо, що [image: image1052.wmf]CM

SD

^

. Аналогічно доводиться, що [image: image1053.wmf]SC

DM

^

. Отже, точка [image: image1054.wmf]M

 – ортоцентр грані [image: image1055.wmf]SCD

.

Аналогічно доводиться, що точки [image: image1056.wmf]L
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 також є ортоцентрами відповідних граней.

З'єднаємо точки [image: image1058.wmf]P

 і [image: image1059.wmf]Q
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 і [image: image1062.wmf]P
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 можна провести тільки один перпендикуляр, то відрізок [image: image1067.wmf]AP

 пройде через точку [image: image1068.wmf]N

. Отже, висоти,  проведені в гранях [image: image1069.wmf]ASD

 і [image: image1070.wmf]CSD

 з вершин [image: image1071.wmf]A

 і [image: image1072.wmf]C

 на ребро [image: image1073.wmf]SD

, проходять через точки [image: image1074.wmf]N

 і [image: image1075.wmf]M
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Аналогічно доводиться,  що висоти граней [image: image1078.wmf]ASB
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, проведені з вершин [image: image1080.wmf]A
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,  проходять через точки [image: image1083.wmf]K
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 відповідно і попадають в ту саму точку [image: image1085.wmf]Q

 на ребрі  [image: image1086.wmf]SB
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 (див. рис 2.7)
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Рис 2.7
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Рис 2.8
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З того, що розглянутий добуток дорівнює 1, випливає, що точки [image: image1120.wmf]M
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,

 і [image: image1121.wmf]N

 належать однієї  площини (назвемо неї [image: image1122.wmf]s

). Побудуємо на [image: image1123.wmf]SO

, як на діаметрі сферу (на рисунку не наведено). Оскільки [image: image1124.wmf]0
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 належать також площині [image: image1127.wmf]s

, то ці точки лежать на перетині площини [image: image1128.wmf]s

 зі сферою тобто на колі.

Задачі для самостійної роботи

Задача 2.5 В тетраедрі  [image: image1129.wmf]ABCD

 через середини [image: image1130.wmf]K

 та [image: image1131.wmf]N

 ребер [image: image1132.wmf]AD

 та [image: image1133.wmf]BC

 проведена площина, яка перетинає ребра [image: image1134.wmf]AB
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 відповідно в точках [image: image1136.wmf]M

 та [image: image1137.wmf]L

. Площа чотирикутника [image: image1138.wmf]KLNM

 дорівнює 16, а відношення довжини відрізка [image: image1139.wmf]AM

 до довжини відрізка [image: image1140.wmf]MB

 дорівнює 0,5. Обчислити  відстань  від вершини [image: image1141.wmf]A

  до площини [image: image1142.wmf]KLNM

, якщо об’єм багатогранника [image: image1143.wmf]NACLK

  дорівнює 8.

Розв’язок.
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Знайдемо об’єм [image: image1172.wmf]:
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Отже,
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Залишилось знайти [image: image1192.wmf]:
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Знайдемо площу [image: image1195.wmf]ANC
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Тоді 
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Отже
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Знаходимо відстань від вершини [image: image1201.wmf]A

 до площини  [image: image1202.wmf]:
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Відповідь: [image: image1206.wmf]5625
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.

Задача 2.6  В тетраедрі [image: image1207.wmf]ABCD

 проведено переріз [image: image1208.wmf]KMLN

 так, що точка [image: image1209.wmf]K

 лежить на ребрі [image: image1210.wmf]AD

, точка [image: image1211.wmf]M

 – на ребрі [image: image1212.wmf]DC

, точка [image: image1213.wmf]L

 – на ребрі [image: image1214.wmf]BC

, точка [image: image1215.wmf]N

 - на ребрі [image: image1216.wmf]AB

. Переріз [image: image1217.wmf]KMLN

 ділить піраміду на дві частини. Знайти відношення об’ємів цих частин, якщо відомі наступні співвідношення між довжинами відрізків  
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Розв’язок.

Нам треба знайти [image: image1220.wmf]CMKLNA
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Нехай [image: image1221.wmf]q
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Згідно з теоремою Менелая для тетраедра 
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З умови задачі маємо
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Складаємо систему :  [image: image1232.wmf]î
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Отже, [image: image1235.wmf]4
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Розбиваємо багатогранник  [image: image1236.wmf]MCAKLN

 на три трикутні піраміди: 

[image: image1237.wmf]LKAN
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.

Знайдемо об’єм піраміди [image: image1238.wmf]LMAC

. Нехай [image: image1239.wmf]S

 – площа трикутника [image: image1240.wmf]ACD

, [image: image1241.wmf]H

 – довжина висоти даної піраміди, проведена з вершини [image: image1242.wmf]B

, [image: image1243.wmf]V

 – об’єм піраміди [image: image1244.wmf]ABCD

, [image: image1245.wmf]L

H

 –довжина висоти піраміди [image: image1246.wmf]LMAC

.
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Знайдемо [image: image1248.wmf]x

 та [image: image1249.wmf]y
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Знайдемо висоту 
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Знайдемо об’єм піраміди [image: image1260.wmf]LMAK
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Відомо, що [image: image1262.wmf]7
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. Знайдемо [image: image1263.wmf]x
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Відомо, що [image: image1267.wmf]S
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Отже,
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Знайдемо об’єм піраміди [image: image1271.wmf]LKAN

. Нехай [image: image1272.wmf]1

S

 - площа грані [image: image1273.wmf]ABD

, [image: image1274.wmf]1

H

 – довжина висоти даної піраміди проведена з вершини [image: image1275.wmf]C

  на площину грані [image: image1276.wmf]ABD

, [image: image1277.wmf]L

H
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 –довжина перпендикуляра, опущеного з точки [image: image1278.wmf]L

 на площину грані [image: image1279.wmf]ABD
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Знайдемо [image: image1281.wmf]x
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Отже,
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Об’єм багатогранника
[image: image1292.wmf]V
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Отже, [image: image1293.wmf]V
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Остаточно
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Відповідь: 37:68.

Задача 2.7   Точки  [image: image1295.wmf]D

C

B

A

,

,

,

  не належать одній площині. Відрізки [image: image1296.wmf]AB

  і  [image: image1297.wmf]CD

 поділені точками [image: image1298.wmf]M

та [image: image1299.wmf]N

  так, що [image: image1300.wmf]l
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, а відрізки [image: image1301.wmf]BC

 і [image: image1302.wmf]AD

 поділені точками  [image: image1303.wmf]P

 та [image: image1304.wmf]Q

 так, що [image: image1305.wmf]m
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. Довести, що точки [image: image1306.wmf]P
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 та [image: image1307.wmf]Q

 належать одній площині.

Доведення.

Розглянемо добуток [image: image1308.wmf]ND
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. Підставляємо відомі відношення з умови
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Це і є необхідна й достатня умова належності точок [image: image1310.wmf]P
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,

 та [image: image1311.wmf]Q

 одній площині.

Задача 2.8 Площина, яка проходить через середини [image: image1312.wmf]M

 та [image: image1313.wmf]N

 ребер [image: image1314.wmf]AB

 та [image: image1315.wmf]CD

 тетраедра [image: image1316.wmf]ABCD

, перетинає ребро [image: image1317.wmf]BC

 в точці [image: image1318.wmf]P

, а ребро [image: image1319.wmf]AD

  – в точці [image: image1320.wmf]Q

. Довести, що [image: image1321.wmf]QD
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.

Доведення.

За умовою задачі [image: image1322.wmf]NC
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. Згідно з теоремою Менелая для тетраедра
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Задача 2.9 Сфера дотикається сторін [image: image1326.wmf]DA
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,

 просторового чотирикутника в точках [image: image1327.wmf]N
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 відповідно. Довести, що точки [image: image1328.wmf]N
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,

,

 лежать в одній площині.

Доведення.

З рівності відрізків дотичних випливає, що

[image: image1329.wmf]1
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Проведемо площину через точки [image: image1330.wmf]M
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,

. Нехай вона перетинає [image: image1331.wmf]DA

 в точці [image: image1332.wmf]*
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. Тоді 
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Знаходимо, що [image: image1334.wmf]A
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. Отже, точки [image: image1336.wmf]N
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,

 лежать в одній площині.

РОЗДІЛ 3

ТЕОРЕМИ ЧЕВИ ДЛЯ ТРИКУТНИКА ТА ТЕТРАЕДРА.

ТЕОРЕМА ЧЕВИ В ФОРМІ СИНУСІВ
3.1 Теореми Чеви для трикутника, тетраедра, в формі синусів

Джованні Чева (1648-1734) – італійський математик. Народився в Мілані, більшу частину життя провів в Мантує. Теорема Чеви для трикутника була опублікована в роботі “De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio” (1678). В цій роботі Чева також наводить узагальнення теореми Менелая: якщо сторони просторового чотирикутника перетинаються площиною, то на них утворюються вісім відрізків таких, що добуток чотирьох з них, що не мають спільних кінців, дорівнює добутку чотирьох інших. 

За допомогою теореми Чеви розв’язуються задачі про трійки прямих, що проходять через одну точку, а також доводяться теореми про перетин трійок прямих в одній точці.

Теорема Чеви для трикутника. Нехай задан трикутник [image: image1337.wmf]ABC

  і три прямі, що проходять через його вершини. Пряма, що проходить через вершину [image: image1338.wmf]A

, перетинає пряму  [image: image1339.wmf]BC

 в точці [image: image1340.wmf]1

A

. Пряма, що проходить через вершину [image: image1341.wmf]B

, перетинає пряму [image: image1342.wmf]AC

 в точці [image: image1343.wmf]1

B

. Пряма, що проходить через точку [image: image1344.wmf]C

 перетинає [image: image1345.wmf]AB

 в точці [image: image1346.wmf]1

C

. Ці прямі проходять через одну точку або паралельні тоді і тільки тоді , коли 
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(3.1)

Зауваження. Добуток відношень у теоремі Чеви іноді записують так:
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(3.2)
Чевіана – це відрізок, який з’єднує вершину трикутника з деякою точкою на протилежній стороні.

Доведення.

Необхідність. Нехай через деяку точку [image: image1349.wmf]P

 проходять три прямі як показано на рисунку 3.1. Застосуємо теорему Менелая до трикутника [image: image1350.wmf]1

ABB

, який перетинає пряма [image: image1351.wmf]1
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Рис. 3.1 До формуліровки теореми Чеви

Аналогічно з трикутника  [image: image1354.wmf]C
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 згідно з теоремою Менелая маємо 
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Розділимо перше співвідношення на друге 
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Залишилося помітити, що

[image: image1357.wmf]A
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 і [image: image1358.wmf]1
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Необхідність доведена для випадку прямих, що перетинаються.

Якщо ж прямі [image: image1359.wmf]1
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BB
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 і [image: image1360.wmf]1

CC

 паралельні (див. рис. 3.2), то згідно з теоремою Фалеса маємо
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Перемножуючи пропорції, одержимо 
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тобто
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Необхідність доведена в повному обсязі.
[image: image1365.png]A





Рис. 3.2 До доведення теореми Чеви

Достатність. Нехай для точок [image: image1366.wmf]1

1

,

B

A

 і [image: image1367.wmf]1

C

 на прямих [image: image1368.wmf]AC

BC

,

 і  [image: image1369.wmf]AB

 виконується співвідношення (3.1), а прямі [image: image1370.wmf]1

CC

 і  [image: image1371.wmf]1

BB

 перетинаються в точці  [image: image1372.wmf]P

. Пряма [image: image1373.wmf]AP

 перетинає прямую [image: image1374.wmf]BC

 в деякій точці [image: image1375.wmf]A

~

. По вже доведеному 

[image: image1376.wmf]1
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Звідси й зі співвідношення (3.1) випливає [image: image1377.wmf]C
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, що означає збіг точок [image: image1378.wmf]A
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 і [image: image1379.wmf]1
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.

Якщо ж прямі [image: image1380.wmf]1

CC

 і  [image: image1381.wmf]1

BB

  паралельні, то з (3.1) випливає, що і пряма [image: image1382.wmf]1

AA

 буде їм паралельна. Теорема доведена.

Наслідки з теореми Чеви для трикутника. 

В одній точці перетинаються

1) медіани трикутника;

2) висоти трикутника;

3) бісектриси трикутника;

4) відрізки, що з’єднують вершини трикутника з точками дотику вписаного кола (точка Жергонна);

5) відрізки, що з’єднують вершини трикутника з точками дотику відповідних вневписаних кіл (точка Нагеля);

(Вневписане коло трикутника – це коло, що дотикається однієї сторони трикутника та продовженн двох інших його сторін. Для кожного трикутника існує точно три вневписаних кола. Центром вневписаного кола, яке дотикається сторони АВ , є точка перетину бісектрис зовнішніх кутів А та В.) 

6) відрізки, що з’єднують вершини трикутника з вершинами правильних трикутників, побудованих на його протилежних сторонах у зовнішню сторону (точка Торричеллі).

Доведення.

1) Оскільки [image: image1383.wmf]1
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, отже медіани трикутника перетинаються в одній точці.

2) Розглянемо випадок, коли трикутник [image: image1387.wmf]ABC

 гострокутний. 
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Звідси випливає
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Якщо трикутник [image: image1395.wmf]ABC

 тупокутний, то дві висоти цього трикутника не є чевіанами. У випадку, коли точно один з відрізків[image: image1396.wmf]1
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 є чевіаною, а інші з’єднують вершини з точками продовжень протилежних сторін, при цьому ці відрізки не паралельні, твердження теореми Чеви також виконується. Залишається повторити проведені вище обчислення для тупокутного трикутника. 

3) З властивості бісектрис випливають наступні рівності:
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Перемножуючи відповідно ліві та праві частини цих рівностей, одержуємо умову теореми Чеви.

4) З властивостей дотичних, проведених з однієї точки до кола маємо:
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Звідси випливає рівність з теореми Чеви: 
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5) 
[image: image1404.png]
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 - півпериметр трикутника [image: image1407.wmf]ABC

,
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Отже, 
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Це і означає, що прямі [image: image1410.wmf]CL

BF

AK

,

,

 перетинаються в одній точці.

6) Нехай [image: image1411.wmf]c
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 – сторони трикутника [image: image1412.wmf]ABC

. Нехай [image: image1413.wmf]/
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– вершини правильних трикутників, побудованих на сторонах [image: image1414.wmf]AB
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 відповідно, а [image: image1415.wmf]1
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 – точки перетину відрізків [image: image1416.wmf]/
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 з відповідними сторонами або їх продовженнями. Зазначимо, що
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при цьому знак “мінус” береться в тому випадку, коли точка [image: image1418.wmf]1
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 лежить зовні відрізка [image: image1419.wmf]BC

. Аналогічно розписуються відношення для точок [image: image1420.wmf]1
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 та [image: image1421.wmf]1
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. Після перемноження маємо [image: image1422.wmf]1
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. Наслідки доведено.

Іноді теорему Чеви зручно використовувати, вводячи замість відношень відрізків відношення синусів деяких кутів. 

Теорема Чеви в формі синусів. Нехай на сторонах  [image: image1423.wmf]CA

BC

,

 і [image: image1424.wmf]AB

 трикутника [image: image1425.wmf]ABC

 взяті точки [image: image1426.wmf]1
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 проходять через одну точку або паралельні тоді і тільки тоді, коли

[image: image1430.wmf]1

sin

sin

sin

sin

sin

sin

1

1

1

1

1

1

=

Ð

Ð

×

Ð

Ð

×

Ð

Ð

BCC

CA

C

ABB

BC

B

CAA

AB

A

.


(3.3)

Доведення.

Ми повинні переписати “в синусах” теорему Чеви. Запишемо її у формі (3.2):
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Доведемо цю теорему для випадку, коли точки [image: image1432.wmf]1
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 і [image: image1433.wmf]1
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  лежать на сторонах трикутника. Випадки іншого розташування точок вимагають несуттєвих змін міркувань.

Нехай  [image: image1434.wmf]g
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Інші позначення зрозумілі з рисунка 3.3.

[image: image1435.png]



Рис. 3.3 До доведення теорими Чеви у формі синусів

Застосовуючи теорему синусів до трикутників [image: image1436.wmf]1
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, маємо 
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b

a

a

sin

sin

sin

sin

2

1

2

1

x

x

=


Аналогічно, застосовуючи теорему синусів до трикутників [image: image1440.wmf]1

BAB

 і [image: image1441.wmf]1
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, маємо
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Перемножуючи записані співвідношення, знаходимо 
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Отже, умова нашої теореми рівносильна умові звичайної теореми Чеви.

Теорема доведена.

При доведенні теореми ми не застосовували відношень орієнтованих відрізків. В загальному випадку необхідно розглянути не тільки орієнтовані відрізки, але й орієнтовані кути, припускаючи, наприклад, що [image: image1447.wmf]CBA
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 і т.п.

Далі наведемо мало відому стереометричну теорему Чеви для довільного тетраедра.

Теорема Чеви для тетраедра. Нехай  [image: image1448.wmf]M

– точка всередині тетраедра [image: image1449.wmf]ABCD

, [image: image1450.wmf]1
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 – точки перетину площин [image: image1451.wmf]CMB
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 з ребрами [image: image1452.wmf]DA
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 відповідно (див. рис. 3.4). Тоді
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 (3.4)

І навпаки, якщо для точок  [image: image1454.wmf]1
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, що лежать на відповідних  ребрах, виконується співвідношення (3.4), то площини [image: image1455.wmf]1
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 проходять  через одну точку.
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Рис. 3.4 До формуліровки теореми Чеви для тетраедра

Доведення необхідності легко одержати, якщо помітити, що точки [image: image1457.wmf]1
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 (див. рис. 3.4) лежать в одній площині (це площина, що проходить через прямі [image: image1458.wmf]1
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 та [image: image1459.wmf]1
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, які перетинаються в точці [image: image1460.wmf]M

), і застосувати теорему Менелая. 

Обернена теорема доводиться так само, як і обернена теорема Менелая в просторі: необхідно провести площину через точки [image: image1461.wmf]1
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C
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 і довести, що ця площина перетне ребро [image: image1462.wmf]DA

 в точці[image: image1463.wmf]1

D

.

3.2 Застосування теорем Чеви для розв’язання задач

Задача 3.1. Задано трикутник АВС. Як слід побудувати точку О всередині трикутника, щоб площі трикутників АОС, ВОС  та АОВ відносилися як 7 : 11 : 13.

[image: image1464.png]



Розв’язок.

1 спосіб.

Розглянемо трикутник АВС й побудуємо точку K, яка ділить сторону AB у відношенні 7 : 11, рахууючи від вершини A, та точку L, яка ділить сторону CA у відношенні 11 : 13, рахууючи від вершини C. 
Нехай O – точка перетину відрізків CK та BL. Покажемо, що O – шукана точка. Зазначимо, що у трикутників ACK та BCK спільна висота, яка опущена з вершини С, тому відношення їх площин дорівнює відношенню основ
SACK : SBCK = AK : BK.

Аналогічно,    
             

SAOK : SBOK = AK : BK.

Застосовуючи властивість пропорції ([image: image1465.wmf]a

b
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 ( [image: image1466.wmf]a

с

b

d
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), одержуємо

SAOС : SBOС = AK : BK = 7 : 11.

Аналогічно, розглядаючи дві пари трикутників з основами AL та СL, доводимо, що 

SBOС : SAOВ = CL : AL = 11 : 13.

Отже, SAOС : SBOС : SAOВ = 7 : 11 : 13, що і необхідно було довести.

2 спосіб.

З теореми Чеви випливає, що пряма АO розділить сторону ВС у відношенні       13 : 7, рахууючи від вершини В. Якщо застосовувати теорему Чеви в обернену сторону, то до розв’язку задачі можна було підійти інакше. 

Нехай задано відрізок PQ, точка E, яка ділить його у відношенні p : q, де p та q – задані числа, й точка F, яка не належить прямій PQ. Аналогічно з наведеним розв’язком можна довести, що геометричним місцем точок М площини, для яких SPFM : SQFM = p : q є пряма EF (за виключенням точок E та F). 

Отже, для того, щоб побудувати шукану точку О можна розділити сторони АВ, ВС та СА трикутника АВС відповідно точками K, N та L так, щоб 
AK : BK = 7 : 11; BN : CN = 13 : 7; CL : AL = 11 : 13.
Тоді, згідно з теоремою Чеви [image: image1467.wmf]1
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, отже, відрізки AN, BL та CK перетинаються в одній точці, яка й буде шуканою.
Задача 3.2.  В трикутник [image: image1468.wmf]ABC

 вписано півколо так, що його діаметр лежить на стороні [image: image1469.wmf]BC

, а дуга дотикається сторін  [image: image1470.wmf]AB

 та [image: image1471.wmf]AC

  відповідно в точках [image: image1472.wmf]1
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 та  [image: image1473.wmf]1
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. Довести, що прямі [image: image1474.wmf]1
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 та [image: image1475.wmf]1
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 перетинаються на висоті [image: image1476.wmf]1
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 трикутника.
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Доведення.

З умови задачі випливає, що точки  [image: image1478.wmf]1
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 лежать на сторонах трикутника [image: image1480.wmf]ABC

. Отже, достатньо довести, що 
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Центр [image: image1482.wmf]O

 півкола з'єднаємо  з точками дотику [image: image1483.wmf]1

C

 та  [image: image1484.wmf]1

B

 (див. рисунок). Позначимо через  [image: image1485.wmf]r

  радіус кола, з прямокутних трикутників [image: image1486.wmf]OBC

 та [image: image1487.wmf]OCB

 знаходимо 
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З прямокутних трикутників [image: image1489.wmf]1
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 маємо 
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Зазначимо, що відрізки [image: image1492.wmf]1
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 та [image: image1493.wmf]1
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  дотичних до кола рівні, отже отримаємо 
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Отже, згідно з теоремою Чеви прямі [image: image1495.wmf]1
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 та  [image: image1496.wmf]1
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 перетинаються в одній точці.

Задача 3.3. Через вершини трикутника [image: image1497.wmf]ABC

  і точку [image: image1498.wmf]P

, яка лежить  всередині трикутника, проведені прямі, що перетинають сторони [image: image1499.wmf]AB

CA

BC

,

,

  відповідно в точках [image: image1500.wmf]N
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,

,

, при цьому  [image: image1501.wmf]z
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Довести, що [image: image1502.wmf])
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 , де [image: image1503.wmf]S

– площа трикутника [image: image1504.wmf]ABC

.

Як належить обрати точку [image: image1505.wmf]P

, щоб площа трикутника [image: image1506.wmf]LMN

 була найбільшою?

Розв’язок.

Позначимо площі трикутників  [image: image1507.wmf]CLM

, [image: image1508.wmf]ANM

BLN

,

 через [image: image1509.wmf]3
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. 

Так як площі двох  трикутників, які мають  спільний кут, відносяться як добуток сторін, що утворюють цей кут, то 
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[image: image1511.png]



Аналогічно
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Далі  знаходимо 
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Підставив в цю рівність знайдені вище значення та прийняв до уваги, що в силу теореми Чеви [image: image1515.wmf]1
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, одержуємо:
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Площа трикутника  [image: image1517.wmf]LMN

  буде найбільшою при мінімальному значенні [image: image1518.wmf])
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. Проведемо оцінку цього добутку. 

Скористаємося нерівністю нерівність  [image: image1519.wmf]2

1

³

+

x

x

:

[image: image1520.wmf]8
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при цьому рівність має місце тоді й тільки тоді, коли  [image: image1521.wmf]1
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z

y
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.

Отже, шукана точка [image: image1522.wmf]P

 – точка перетину медіан трикутника [image: image1523.wmf]ABC

,  для якої [image: image1524.wmf]S
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.

Задача 3.4. Знайти в трикутнику таку точку [image: image1525.wmf]O

, щоб добуток [image: image1526.wmf]/
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 мав найбільшу величину ([image: image1527.wmf]/
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 – точки перетину прямих [image: image1528.wmf]CO
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,

,

 зі сторонами [image: image1529.wmf]AB
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BC

,

,

).

Розв’язок.

Проведемо медіани [image: image1530.wmf]CP

BN

AM

,

,

 трикутника [image: image1531.wmf]ABC

, які перетинаються в точці [image: image1532.wmf]G

. Оскільки середнє геометричне двох величин не більше їх середнього арифметичного, то
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Піднесемо кожну нерівність до квадрата та перемножимо:
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Згідно з теоремою Чеви маємо

[image: image1537.wmf]A
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Отже, 
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Нерівність перетворюється в рівність у випадку збігу основ прямих Чеви з серединами відповідних сторін, отже, в цьому випадку добуток [image: image1539.wmf]/
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 має найбільшу величину [image: image1540.wmf]8
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, де [image: image1541.wmf]c

b
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,

,

– сторони трикутника.Отже, шуканою точкою є точка перетину медіан трикутника.

Задача 3.5. Прямі [image: image1542.wmf]CP

BP

AP

,

,

 перетинають сторони трикутника [image: image1543.wmf]ABC

 (або їхні продовження) у точках [image: image1544.wmf]1

1

1

,

,

C

B

A

. Довести, що:

а) прямі, що проходять через середини сторін [image: image1545.wmf]AB

CA

BC

,

,

 паралельно прямим [image: image1546.wmf]CP

BP

AP

,

,

, перетинаються в одній точці;

б) прямі, що з'єднують середини сторін [image: image1547.wmf]AB

CA

BC

,

,

 із серединами відрізків [image: image1548.wmf]1
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,

CC

BB

AA

, перетинаються в одній точці.

Доведення.

Нехай [image: image1549.wmf]2
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 – середини сторін [image: image1550.wmf]AB

CA

BC
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,

. Розглянуті прямі проходять через вершини трикутника [image: image1551.wmf]2

2

2

C

B

A

, при цьому в задачі а) вони ділять його сторони в таких же відношеннях, у яких прямі [image: image1552.wmf]CP

BP

AP

,

,

 ділять сторони трикутника [image: image1553.wmf]ABC

, а в задачі б) – вони ділять їх  у зворотних відношеннях. Залишається скористатись теоремою Чеви.

Задача 3.6. На сторонах [image: image1554.wmf]AB

CA

BC

,

,

 трикутника [image: image1555.wmf]ABC

 взяті точки [image: image1556.wmf]1
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 так, що відрізки [image: image1557.wmf]1
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 перетинаються в одній точці. Прямі [image: image1558.wmf]1
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 і [image: image1559.wmf]1
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 перетинають пряму, що проходить через вершину [image: image1560.wmf]A

 паралельно стороні [image: image1561.wmf]BC

, в точках [image: image1562.wmf]2

C

 і [image: image1563.wmf]2

B

 відповідно. Довести, що [image: image1564.wmf]2
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.

Доведення.

Оскільки [image: image1565.wmf]1
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Тому
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Задача 3.7.   а) Нехай [image: image1570.wmf]g

b

a

,

,

 – довільні кути, при цьому сума будь-яких двох з них менше 180. На сторонах трикутника [image: image1571.wmf]ABC

 зовнішнім чином побудовані трикутники [image: image1572.wmf]1
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,

,
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, що мають при вершинах [image: image1573.wmf]C
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,

 кути [image: image1574.wmf]g
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,

,

. Довести, що прямі [image: image1575.wmf]1
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 перетинаються в одній точці.

б) довести аналогічне твердження для трикутників, побудованих на сторонах трикутника [image: image1576.wmf]ABC

 внутрішнім чином.

Доведення.
Нехай прямі [image: image1577.wmf]1
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 перетинають прямі [image: image1578.wmf]AB
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,

  в точках [image: image1579.wmf]2
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.

Якщо [image: image1580.wmf]0
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Останній вираз дорівнює [image: image1583.wmf]C

A

BA
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:

 у всіх випадках.

Аналогічно записуються вирази для [image: image1584.wmf]A

B

CB

2

2

 і [image: image1585.wmf]B

C

AC

2

2

. Перемножуємо всі вирази і  залишається скористатися теоремою Чеви.

Задача 3.8. Прямі [image: image1586.wmf]CP
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AP

,

,

 перетинають прямі [image: image1587.wmf]AB

CA

BC

,

,

 в точках [image: image1588.wmf]1
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A

 відповідно. Точки [image: image1589.wmf]2
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 обрані на прямих [image: image1590.wmf]AB
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,

 так, що 
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Довести, що прямі [image: image1594.wmf]2
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 також перетинаються в одній точці [image: image1595.wmf]Q

 (або паралельні). Такі точці [image: image1596.wmf]P

 і [image: image1597.wmf]Q

 називають ізотомічно спряженими відносно трикутника [image: image1598.wmf]ABC

.
Доведення очевидним чином випливає з теореми Чеви.

Задача 3.9.   На сторонах [image: image1599.wmf]AB

CA

BC

,

,

 трикутника [image: image1600.wmf]ABC

 взяті точки [image: image1601.wmf]1

1

1

,
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A

, при цьому прямі [image: image1602.wmf]1
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 перетинаються в одній точці [image: image1603.wmf]P

. Довести, що прямі 

[image: image1604.wmf]2
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 симетричні цим прямим відносно відповідних бісектрис, також перетинаються в одній точці [image: image1605.wmf]Q

. Такі точки [image: image1606.wmf]P

 і [image: image1607.wmf]Q

 називають ізогонально спряженими відносно трикутника [image: image1608.wmf]ABC

.
Доведення.

Можна вважати, що точки [image: image1609.wmf]2

2
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,

,

C

B

A

 лежать на сторонах трикутника [image: image1610.wmf]ABC

.
Згідно з теоремою Чеви в формі синусів
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Оскільки прямі [image: image1612.wmf]2
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 симетричні прямим [image: image1613.wmf]1
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 відносно бісектрис, то [image: image1614.wmf]CB
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Отже,

[image: image1617.wmf]1
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тобто прямі [image: image1618.wmf]2
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CC

BB

AA

 перетинаються в одній точці.

Задачі для самостійної роботи

Задача 3.10. Протилежні сторони опуклого шестикутника попарно паралельні. Довести, що прямі, які з'єднують середини протилежних сторін, перетинаються в одній точці.

Доведення

Нехай діагоналі [image: image1619.wmf]AD

 і [image: image1620.wmf]BE

 даного шестикутника [image: image1621.wmf]ABCDEF

 перетинаються в точці [image: image1622.wmf]P

; [image: image1623.wmf]K

 і [image: image1624.wmf]L

 – середини сторін [image: image1625.wmf]AB

 і [image: image1626.wmf]ED

. Оскільки [image: image1627.wmf]ABDE

 - трапеція, відрізок [image: image1628.wmf]KL

 проходить через точку [image: image1629.wmf]P

. Згідно з теоремою синусів
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Оскільки [image: image1632.wmf]BKP

AKP

sin

sin

=

 і [image: image1633.wmf]BK

AK

=

, то [image: image1634.wmf]AD
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Аналогічні співвідношення можна записати і для відрізків, які з'єднують середини двох інших пар протилежних сторін. Перемножуючи ці співвідношення, одержуємо необхідне.

Задача 3.11. Через точки [image: image1635.wmf]A

 і [image: image1636.wmf]D

, що лежать на колі, проведено дотичні, які перетина-ються в точці [image: image1637.wmf]S

. На дузі [image: image1638.wmf]AD

 взяті точки [image: image1639.wmf]B

 і [image: image1640.wmf]C

. Прямі [image: image1641.wmf]AC

 і [image: image1642.wmf]BD

 перетинаються в точці [image: image1643.wmf]P

, [image: image1644.wmf]AB

 і [image: image1645.wmf]CD

 – у точці [image: image1646.wmf]Q

. Довести, що пряма [image: image1647.wmf]PQ

 проходить через точку [image: image1648.wmf]S

.

Доведення.

Згідно з теоремою Чеви у формі синусів
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Але[image: image1650.wmf]QAS
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З цього випливає, що точки [image: image1652.wmf]Q
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,

 лежать на одній прямій, оскільки функція [image: image1653.wmf]x
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Задача 3.12. а) На сторонах [image: image1656.wmf]AB

CA

BC

,

,

 рівнобедреного трикутника [image: image1657.wmf]ABC

 з основою [image: image1658.wmf]AB
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 перетинаються в одній точці. Довести, що
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б) В середині рівнобедреного трикутника [image: image1662.wmf]ABC

 з основою [image: image1663.wmf]AB

 взяті точки [image: image1664.wmf]M

 і [image: image1665.wmf]N

 так, що [image: image1666.wmf]ABN

CAM

Ð

=

Ð

 і [image: image1667.wmf]BAN

CBM

Ð

=

Ð

. Довести, що точки [image: image1668.wmf]N

M

C

,

,

 лежать на одній прямій.

Доведення.

а) Згідно з теоремою Чеви 
[image: image1669.wmf]C

B
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B

A
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C
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1
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, 

а по теоремі синусів
[image: image1670.wmf]B
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Підставляючи ці чотири рівності в попередню рівність, і враховуючи, що [image: image1671.wmf]BC

AC

=

, одержуємо необхідне.

б) Позначимо точки перетину прямих [image: image1672.wmf]CM

 і [image: image1673.wmf]CN

 з основою [image: image1674.wmf]AB

 через [image: image1675.wmf]1

M

 і [image: image1676.wmf]1

N

. Потрібно довести, що [image: image1677.wmf]1

1

N

M

=

. З а) випливає, що [image: image1678.wmf]B

N

AN

B

M

AM

1

1

1

1

=

, тобто [image: image1679.wmf]1

1

N

M

=

.

Задача 3.13. У трикутнику [image: image1680.wmf]ABC

 проведені бісектриси [image: image1681.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

. Бісектриси [image: image1682.wmf]1

1

,

CC

AA

 перетинають відрізки [image: image1683.wmf]1

1

B

C

 та [image: image1684.wmf]1

1

A

B

 в точках [image: image1685.wmf]N

. Довести, що [image: image1686.wmf]1

1

NBB

MBB

Ð

=

Ð

.

Доведення.

Нехай відрізки [image: image1687.wmf]BM

 і [image: image1688.wmf]BN

 перетинають сторону [image: image1689.wmf]AC

 в точках [image: image1690.wmf]P

 і [image: image1691.wmf]Q

. Тоді

[image: image1692.wmf]PA
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Якщо [image: image1693.wmf]O

 – точка перетину  бісектрис трикутника [image: image1694.wmf]ABC

, то

[image: image1695.wmf]1
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,

отже,

[image: image1696.wmf]A
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Помітивши, що [image: image1697.wmf]CA

BC

A

C
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=
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1

, і проводячи аналогічні обчислення для [image: image1698.wmf]QBC

QBB
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1

, одержимо [image: image1699.wmf]QBC
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.

Оскільки [image: image1700.wmf]1
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, то [image: image1701.wmf]1
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QBB
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Ð

.

Задача 3.14.  На сторонах [image: image1702.wmf]AB

CA

BC

,

,

 трикутника [image: image1703.wmf]ABC

 взяті точки [image: image1704.wmf]1

1

1

,

,

C

B

A

, при цьому [image: image1705.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

 перетинаються в одній точці. Довести, що [image: image1706.wmf]4
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.

Доведення

Нехай [image: image1707.wmf]AC
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. Тоді
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(

)

(

1

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

1

1

1

rp

qr

pq

r

q

p

q

r

p

q

r

p

S

S

ABC

C

B

A

+

+

+

+

+

-

=

-

-

-

-

-

-

=


Згідно з теоремою Чеви

[image: image1709.wmf])
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тобто  
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Крім того, 

[image: image1711.wmf]3
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Отже, [image: image1712.wmf]4
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A

.

Задача 3.15. На сторонах трикутника [image: image1713.wmf]ABC

 у зовнішню сторону побудовані квадрати. [image: image1714.wmf]1

1

1

,

,

C

B

A

 – середини протилежних сторін квадратів, побудованих на [image: image1715.wmf]AB

CA

BC

,

,

 відповідно. Довести, що прямі [image: image1716.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

 перетинаються в одній точці.

Доведення.

Нехай [image: image1717.wmf]2

2

2

,

,

C

B

A

 – точки перетину прямих [image: image1718.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

 зі сторонами [image: image1719.wmf]AB

CA

BC

,

,

 відповідно.

Відношення [image: image1720.wmf]C

A

BA

2

2

 дорівнює відношенню висот, які опущено з точок [image: image1721.wmf]B

 та [image: image1722.wmf]C

 на сторону [image: image1723.wmf]1

AA

, тобто дорівнює відношенню [image: image1724.wmf]1

1
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ABA

S

S

.


Далі, 

[image: image1725.wmf])
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де [image: image1726.wmf]2
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.

Аналогічно,

[image: image1727.wmf])
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,
[image: image1728.wmf])
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Перемножуючи ці рівності, маємо

[image: image1729.wmf]1
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.

Згідно з теоремою Чеви прямі [image: image1730.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

 перетинаються в одній точці.

Задача 3.16. Нехай з точки [image: image1731.wmf]A

, яка взята зовні кола, проведені дві дотичні [image: image1732.wmf]AM

 і [image: image1733.wmf]N

A

 до кола та дві січні, і нехай  [image: image1734.wmf]P

 та [image: image1735.wmf]Q

 – точки  перетину кола з першою січною, а точки [image: image1736.wmf]K

 та [image: image1737.wmf]L

 – з другою. Тоді прямі [image: image1738.wmf]QL

PK

,

 і [image: image1739.wmf]MN

 перетинаються в одній точці.

Доведення.
[image: image1740.png]



Застосуємо теорему Чеви до трикутника [image: image1741.wmf]KLM

. Прямі [image: image1742.wmf]QL

PK

,

 і [image: image1743.wmf]MN

 перетинаються в одній точці, якщо виконується рівність 

[image: image1744.wmf]1
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(*)
Всі кути, що фігурують в останньому співвідношенні, – вписані в задане коло; синуси цих кутів пропорційні довжинам хорд, що стягаються ними (наприклад, [image: image1745.wmf]R

LN

LMN

2

sin

=

Ð

, де [image: image1746.wmf]R

 – радіус кола).Тому рівність (*) еквівалентна такій рівності:

[image: image1747.wmf]1
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×

×

PL

MP

QM
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(**)

Покажемо, що (**) насправді виконується. З подоби трикутників [image: image1748.wmf]AMP

 й [image: image1749.wmf]AMQ

 одержуємо [image: image1750.wmf]AQ

AM

MQ

PM

=

. З подоби трикутників [image: image1751.wmf]APL

 і [image: image1752.wmf]AQK

 маємо [image: image1753.wmf]AL

QA

PL

KQ

=

, і нарешті, з подоби трикутників [image: image1754.wmf]ALN

 і [image: image1755.wmf]ANK

 знаходимо [image: image1756.wmf]AM

AL

NK

LN

=

.

Перемножуючи останні три рівності, маємо (*) 

[image: image1757.wmf]1
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Задача 3.17. Трикутник [image: image1758.wmf]/

/

/

C

B

A

 вписано в трикутник [image: image1759.wmf]ABC

: вершини [image: image1760.wmf]/

/

/

,

,

C

B

A

 лежать на сторонах [image: image1761.wmf]AB

CA

BC

,

,

 відповідно. Довести, що якщо прямі, які проведені через вершини трикутника [image: image1762.wmf]/

/

/

C

B

A

 перпендикулярно до відповідних сторін трикутника [image: image1763.wmf]ABC

, перетинаються в одній точці, то прямі, які проведені через вершини трикутника [image: image1764.wmf]ABC

 перпендикулярно до відповідних сторін трикутника [image: image1765.wmf]/

/

/

C

B

A

 перетинаються в одній точці.

Доведення.

Нехай прямі, які проходять через вершини трикутника [image: image1766.wmf]/

/

/

C

B

A

 перпендикулярно до відповідних сторін трикутника [image: image1767.wmf]ABC

, перетинаються в точці [image: image1768.wmf]O

.

Оскільки точки [image: image1769.wmf]/

/

,

,

,

C

A

B

O

 лежать на колі, побудованому на відрізку [image: image1770.wmf]OA

 як на діаметрі, то [image: image1771.wmf]/

/

/

OAC

C

OB
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Ð

. Опустимо з точки [image: image1772.wmf]A

 перпендикуляр [image: image1773.wmf]1

AA

 на пряму [image: image1774.wmf]/

/

C

B

. Оскільки [image: image1775.wmf]0

/

90

=

Ð

A

OB

, то [image: image1776.wmf]/

/

/

/

1

OAC

C
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A

Ð

=

Ð

=

Ð

, тобто пряма [image: image1777.wmf]1

AA

 симетрична прямій [image: image1778.wmf]AO

 відносно бісектриси кута [image: image1779.wmf]A

. 

Аналогічні міркування для інших кутів показують, що перпендикуляри [image: image1780.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

, які опущені з вершин трикутника [image: image1781.wmf]ABC

 на сторони трикутника [image: image1782.wmf]/

/

/

C

B

A

 симетричні прямим [image: image1783.wmf]CO

BO

AO

,

,

 відносно бісектрис трикутника [image: image1784.wmf]ABC

. Згідно з задачею 3.9 прямі [image: image1785.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

 перетинають в одній точці.
Задача 3.18 (теорема Ван Обеля). На сторонах [image: image1786.wmf]AB

CA

BC

,

,

 трикутника [image: image1787.wmf]ABC

 взято точки [image: image1788.wmf]1

1

1

,

,

C

B

A

, так що прямі [image: image1789.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

 перетинаються в одній точці. Довести, що 
[image: image1790.wmf]C
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.

Доведення.

Нехай прямі [image: image1791.wmf]1

1

,

BB

CC

 перетинають пряму, яка проходить через точку [image: image1792.wmf]A

 паралельно прямій [image: image1793.wmf]BC

, в точках [image: image1794.wmf]K

 і [image: image1795.wmf]L

. 

[image: image1796.png]



Оскільки трикутник [image: image1797.wmf]1

AKC

 подібний до трикутника [image: image1798.wmf]1

BCC

,  трикутник [image: image1799.wmf]1

ALB

 подібний до трикутника [image: image1800.wmf]1
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 за першою ознакою подібності трикутників, то [image: image1801.wmf]BC

KA

B

C

AC

=

1

1

; [image: image1802.wmf]BC
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. Додавши ці рівності і, враховуючи, що [image: image1803.wmf]KL
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, одержуємо:

[image: image1804.wmf]C
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.

Далі, трикутник [image: image1805.wmf]OAK

 подібний до трикутника [image: image1806.wmf]C

OA

1

 і трикутник [image: image1807.wmf]OKL

 подібний до трикутника [image: image1808.wmf]OCB

. 

Тому 




[image: image1809.wmf]1
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Звідси випливає, що [image: image1811.wmf]1
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. З цієї рівності і рівності [image: image1812.wmf]C
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 безпосередньо випливає, що
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Задача 3.19 Задано трикутник [image: image1814.wmf]ABC

. Довести, що чевіани [image: image1815.wmf]1

1

1

,

,

CC

BB

AA

, які ділять його периметр навпіл, перетинаються в одній точці.

Доведення.

Нехай довжини сторін [image: image1816.wmf]AB

AC

BC

,

,

 відповідно [image: image1817.wmf]c

b
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,

,

, тоді число [image: image1818.wmf]2
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+

 згідно з нерівністю трикутника додатнє і менше [image: image1819.wmf]a

.

Нехай точка [image: image1820.wmf]1

A

 лежить на стороні [image: image1821.wmf]BC

 і така, що [image: image1822.wmf]2
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. Зрозуміло, що пряма [image: image1823.wmf]1

AA

 ділить периметр трикутника [image: image1824.wmf]ABC

 навпіл, аналогічно з точками [image: image1825.wmf]1

B

 і [image: image1826.wmf]1

C

 (можна помітити, що [image: image1827.wmf]1
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1

,

,

C

B

A

 – точки дотику вневписаних кіл трикутника [image: image1828.wmf]ABC

).

Переконавшись в існуванні потрібних точок, розв’яжемо основну задачу.  
Для цього обчислюємо довжини всіх необхідних відрізків.
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Зрозуміло, що [image: image1835.wmf]1
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, отже чевіани [image: image1836.wmf]1

1
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,

,

CC

BB

AA

 перетинаються в одній точці.

РОЗДІЛ 4

ТЕОРЕМИ ЧЕВИ ТА МЕНЕЛАЯ НА ПЛОЩИНІ

Означення. Під кутом [image: image1837.wmf])

,

(

b

a

Ð

 між двома векторами  [image: image1838.wmf]a

 і [image: image1839.wmf]b

 будемо розуміти кут,  на який необхідно повернути вектор [image: image1840.wmf]a

  у додатньому напрямку (проти ходу годинної стрілки) до збігу з напрямком вектора [image: image1841.wmf]b

  (див. рис. 4.1).
[image: image1842.png]



Рис. 4.1 До визначення кута між двома векторами

Нехай для визначеності, що [image: image1843.wmf]p

2
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,
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Ð

Ð

£

b

a
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Рис. 4.2 
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Доведення. Спочатку перевіримо, що [image: image1883.wmf]R
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У цьому випадку кожний з трьох дробів, що входять у вираз [image: image1893.wmf])
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 розташована між точками [image: image1898.wmf]A

 і [image: image1899.wmf]B

, і від’ємними супротивному випадку (див. рис. 4.2, 4.3).
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Рис. 4.3
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Перемножуючи ці три рівності, одержимо, що [image: image1905.wmf])
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Далі буде необхідна рівність, що безпосередньо випливає з означення  [image: image1906.wmf])
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Сформулюємо тепер теореми Чеви та Менелая. 

Теорема Чеви. Для того, щоб прямі [image: image1908.wmf]1
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або еквівалентна рівність  
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Теорема Менелая. Для того, щоб точки [image: image1912.wmf]1
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 лежали на одній прямій, необхідно і достатньо, щоб виконувалась рівність
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або еквівалентна рівність 

[image: image1914.wmf]1

)

,

(

1

*

-

=

w

w

R

       


             (4.6/)

Доведення теореми Чеви.
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Рис. 4.4

Застосовуючи теорему синусів, одержимо

[image: image1934.wmf]DC

DA

a

b

c

b

=

Ð

Ð

)

,

(

sin

)

,

(

sin

1

1

,

[image: image1935.wmf]DA

DB

b

c

a

c

=

Ð

Ð

)

,

(

sin

)

,

(

sin

1

1


[image: image1936.wmf]DB

DC

c

a

b

a

=

Ð

Ð

)

,

(

sin

)

,

(

sin

1

1
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Достатність. Доведення достатності проведемо методом від супротивного.
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Теорема Чеви доведена.

Доведення теореми Менелая
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 (див. рис. 4.5).
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Рис. 4.5

Використовуючи подібність, одержимо 
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) теореми Чеви.

Теорема доведена.

ВИСНОВКИ
Розв’язок задач складає суттєву сторону процесу навчання математиці: рівень математичної підготовки в більшості визначається глибиною навиків у розв’язанні задач.

Ці обставини спонукають з особливою увагою відноситись до організації в середніх школах, гімназіях та ліцеях ретельно продуманих занять, які мають за мету надати учням не тільки теоретичні знання в області геометрії, але й навчити їх вільно застосовувати здобуті знання до розв’язання нестандартних задач середньої та підвищенної складності.

Останнім часом у варіантах вступних іспитів все частіше зустрічаються задачі, розв’язок яких суттєво спрощується за допомогою теорем Чеви та Менелая.

Дипломна робота присвячена вивченню теорем Чеви та Менелая на площині та в просторі, доведенню нетривіальних наслідків цих теорем та розв’язанню задач за допомогою цих теорем. 
Теорема Менелая має широке застосування при доведенні теорем (наприклад, теорем Дезарга, Паппа, Паскаля, Гаусса та інших) та розв’язанні задач. Теорема Менелая дозволяє знаходити відношення відрізків, а також доводити належність трьох точок одній прямій. В роботі наведено багато задач, розв’язаних двома способами: традиційним і за допомогою теореми Менелая, при цьому останній спосіб розв’язання задач виявляється більш раціональним (розв’язок задачі займає всього кілька рядків). Зазначимо, що при розв’язку задач найскладнішою справою є пошук трикутника, до якого слід застосувати теорему Менелая.

Теореми Чеви використовується при розв’язуванні задач про трійки прямих, що проходять через одну точку, а також при доведенні теорем про перетин трійок прямих в одній точці.

В роботі також розглянуто аналоги теорем Чеви та Менелая в просторі.

Наведені в дипломній роботі задачі (розв’язано 50 задач) можуть бути використані при позакласній роботі з учнями (на заняттях гуртків, при проведенні математичних олімпіад, для індивідуальної роботи з найбільш здатними учнями).
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